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DINAMICA DEL PUNTO

PRINCIPIOS:

Todo el estudio de la Mecanica se basa en tres leyes o principios fundamentales
conocidos universalmente como leyes de Newton, aunque solo una se debe a el, ya
que la primera y la tercera hablan sido enunciadas por Galileo:

Las tres leyes son:

1. Principio de inercia
2. Principio de masa
3. Principio de accion y reaccion

Cuyo enunciado, comentario y discusion no haremos aqui por haberse hecho
ampliamente en los cursos de Fisica.

ECUACION FUNDAMENTAL DE LA DINAMICA

La ecuaciéon fundamental:

La igualdad fundamental F =m-a que es la expresién matematica del segundo
principio, traduce el hecho experimental siguiente: si sobre un mismo punto actian

sucesivamente fuerzas Fi, F. etc., las aceleraciones que el punto material adquiere

a1, a, etc., van dirigidas segin las direcciones y sentido de las fuerzas que las
provocan y sus magnitudes son proporcionales

- a
an f 1
= = r -
a1 a? fz
P(mJ

“m” es una magnitud ESCALAR y ademéas esencialmente positiva (magnitud
modular).

El modular “m” es la MASA MECANICA del punto material, es un invariante de
cada punto o sistema y se admite es proporcional a la cantidad de materia que
contiene (para los limites de validez de los principios; de la Mecanica Clésica).

TERNAS CARACTERISTICAS:
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Sistemas galileanos: Los principios fundamentales de la Mecénica son validos para
sistemas de referencia absolutos. Con todo rigor, dentro del campo de la Mecanica
tedrica, no es necesario conocer efectivamente un sistema de ejes que cumpla la
condicion antes expresada, basta admitir que existe uno y admitido uno cualquiera,
todo sistema que se mueva respecto a ese con movimiento translatorio rectilineo y
uniforme; también cumple con la condicion apuntada; a estos se los denomina
sistemas de ejes Galileanos o inerciales.

El sistema de ejes fijos que mas se aproxima a aquellas condiciones ideales, dado la
exactitud alcanzada en nuestras medidas, porque mantiene sus direcciones
absolutamente fijas, es el que tiene su centro en el centro de masa del sistema solar y
ejes orientados hacia las estrellas fijas, este sistema absoluto se denomina Ejes de
Copérnico, y por consecuencia las masas y las fuerzas medidas respecto a el las
denominamos masas y fuerzas absolutas, que son Unicas para todos los sistemas de
ejes galileanos.

Es evidente que si a es la aceleracién de un punto material referido a la terna
absoluta 0 (i; j;k) y ai, la aceleracion del mismo punto material referido a una terna

galileana 0, (il; jl;kl) se tiene:

a=a

Por lo tanto formula fundamental F =m-a mantiene rigurosamente su validez
cuando el movimiento del punto se refiere a una terna galileana cualquiera.

En la solucion de problemas técnicos el sistema de referencia que se adapta se
supone solidario a la Tierra, cometiéndose un error que es despreciable dado el grado
de aproximacion requerido para esa clase de calculos.

La tierra es practicamente es un sistema inercial:

aab :ar +5ar +5-c
Si el sistema fuese inercial se verificaria que:

dap = ar
La aceleracion de arrastre es la de la Tierra en su movimiento alrededor del Sol
(movimiento anual), que en el mejor de los casos vale: ale%egz y el movimiento
de rotacion diario, cuyo valor méximo (sobre el Ecuador) vale: a= 2.50%egz luego
aar 21+2.5=35%/ ,

seg” *

Para una velocidad relativa de 2.160'0%(600%9) la aceleracion de Coriolis vale:
a=20AV, =2x05=17/ . (como maximo).
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De manera que am—ar=35+1= 4,50%egz que comparandola con la aceleracion de
la gravedad (aprox. 1.000% .) resulta despreciable en la mayoria de los casos.

PROBLEMAS DE LA DINAMICA

Los problemas que nos plantea la dinamica son de dos tipos:

1. Dada la masa y la ley del movimiento de un punto material, encontrar la
resultante de las fuerzas que sobre el acttan.

2. Conocida la masa y la resultante de las fuerzas que actian sobre el punto
material, determinar la ley del movimiento.

El primer problema, llamado PROBLEMA DIRECTO de la dinamica, se resuelve
por derivacion no revistiendo mayores dificultades. En efecto, la formula

(7 -0)
B dt?
resolverlo, ya que se conoce (P, —0)= f(t) (ley del movimiento).

El segundo problema, llamado PROBLEMA INVERSO, lo resuelve el calculo
integral:

fundamental de la dindmica F=m-a=m- nos da la posibilidad de

Donde F en el caso general es funcion del tiempo, la posicién y la velocidad:
F=f(tpyv)

De la doble integracion surgen dos constantes que se determinan conociendo la
posicion y la velocidad del punto en un instante dado, que por lo general se toma
como origen de los tiempos.

X0 VOx
t=0 P=P,1Y, V=V, VOy
ZO VOZ

Las ecuaciones diferenciales del movimiento que se tratan mas adelante, nos
facilitaran los medios para resolver este segundo problema, desde ya mas complejo
que el anterior.
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CONSECUENCIAS DE LA IGUALDAD FUNDAMENTAL DE LA
DINAMICA

Siendo Ezd—\t/ la ecuacion fundamental de la dindmica puede escribirse

F=m-a= m-%—\::%-(m -\7):%—? donde el producto m-V =Q que es un vector
de igual direccién y sentido que V se denomina CANTIDAD DE MOVIMIENTO.
La expresion anterior establece que la fuerza es la derivada con respecto al tiempo de

la cantidad de movimiento, que en proyecciones puede escribirse:

szi.(m.vx):i. m%j
dt dt dt
9y )2 (WY
I:y_dt (m Vy)_ ar ™" dt)
Fzzi.(m.vz):i. m%j
dt dt dt

De la expresion E:dd_? puede obtenerse F-dt=dQ que establece que la
IMPULSION ELEMENTAL de la fuerza F en el intervalo dt es igual a la

variacion infinitesimal del vector cantidad de movimiento Q.

Si se toma el momento del vector 6 respecto a un punto de referencia 0, se obtiene
el vector MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO, MOMENTO

CINETICO 0 “DRALL” K.
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dd—|t<: —-WA(O—P)]:m-%-[(P—O)/\V]:m-d( _ )/\V+m (F’—O)/\c:j—\t7
VAV +mP-0)na=m-an(0-P)=F A(0-P)=M - IK i

Expresion que la derivada respecto al tiempo del momento cinético do un punto
material, respecto a un punto cualquiera del espacio, es igual al momento de las
fuerzas exteriores aplicadas al punto material con respecto al mismo punto de
referencia.

Ejemplo:
Sea una bolilla M de masa m forzada a describir una trayectoria circular sobre un

plano horizontal mediante una cuerda ideal que atada a la bolilla en un extremo
atraviesa al plano por un agujero practicado en 0.

Se pretende conocer, aplicando las formulas recientemente obtenidas, coro va ria la
velocidad de la bolilla y la tension de la cuerda, cuando el radio de la trayectoria se
reduce a la mitad.

ts

La condicion inicial corresponde a la bolilla recorriendo una trayectoria circular de
radio r y velocidad V ; en la segunda condicidn el radio de la trayectoria se reduce a

% y la velocidad pasa a ser Vi,

Los momentos de la cantidad de movimiento en ambos casos estaran dados por las
siguientes expresiones:

K=mV Ar
— - r
Ki=mViA—
2
Como la unica fuerza exterior que actla es S que pasa permanentemente por 0, el

momento de la misma con respecto a dicho punto es siempre igual a cero, luego se
verifica que:
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d—K=0.'.R=cte
dt

m-\7/\F:m-\71 /\%.'.\7122-\7

La cantidad de movimiento para las dos condiciones propuestas estaran dadas por:
Q=m-V;Q,=m-V;

Y la fuerza actuante para ambos casos sera:

F-94Q_3
dt
= _dv - V2 o
S:m-Ezm-a:—m-T-r B B
< dvi - V2 o gv2 o 51=8S
Si=m- =m-a;=-m---.r =-m- T

dt % r

TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS

Supongamos un punto material de masa m que se mueve sobre la trayectoria
AB por accion de la fuerza F y que en un instante t su posicion sea My en otro

instante t+dt sea M ; el elemento de trayectoria MM =ds valdra: ds=V -dt
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El trabajo elemental de la fuerza E en el camino d; sera: dT:Ex d;:Ex\7dt y
siendo F :%-(m \7) se tendra:

ar=2. .v)xvdt:d(m.v)xvzm.dvxv:mvxdv:d@.m.vzj

dT:d(l-m-sz
2

m-V 2, Leibniz le denominé FUERZA VIVA.
%m V2 esla SEMI FUERZA VIVA o ENERGIA CINETICA.

Integrando a lo largo de la trayectoria AB nos da:
B B
[dT =T, =[d(z-mV?)=4-mVvZ-1mv}
A A

Que nos dice que “la variacion de la energia cinética es igual a la suma de los
trabajos efectuados durante el intervalo por las fuerzas que actian sobre el punto
material”.

Ejemplo:
Supongamos el caso en que la fuerza deriva de un potencial, por ejemplo, la fuerza
de gravedad.

M-m
r2
M-m

rZ

.M'm._o

F=-K.-———r;dU=-Fxdr=K- -dr
r

B B
U=-K-M -m-l; TAB:.[derz.[—K
r A A

dr=K-M ~m{—} =U,-U,;

Iy
Pero acuerdo a lo visto: T,z =1-m-VZ -1.m-V? =U, -U,

1 2 —1 2

s m-Vg +Uy,=5-m-V, -U,

Luego la suma de las energias cinética y potencial es constante durante el
movimiento, esto ocurre en todos los SISTEMAS CONSERVATIVOS.

Ejemplo:
Supongamos que quisiéramos determinar la velocidad con que llega a Tierra un
punto material abandonado en el vacio a una altura “h”.
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TAB:UA—UB:K'M'm—K'M'm:K-M-m- R+h-R —K-M - 12
R R+h R(R+h) R
R(R+h)=R?
Se ha considerado  “h” despreciable frente al radio de la Tierra.
Art
h
K-M
=7 =g;,TAB:g.m.h:%.m.VBz_%.m.V:
B_
SiV,=0
%~m~VBZ:g~m~h:>VB:1/29h R

Valor que coincide con el obtenido cinematicamente en la Bolilla I11.

Ejercicios:

1. Demostrar que en un vehiculo con frenos antibloqueantes en todas sus ruedas,
la distancia de frenado es independiente del peso del mismo y vale s:

2
d=
2qu

2. Enel texto “CALCULO DE ELEMENTOS DE MAQUINAS” de Vallance y
Doughtie, capitulo 1V “Tensiones de proyecto y coeficientes de seguridad” en
lo referente a “Coeficiente de choque” dice textualmente: “... los textos de
Mecanica ensefian que la tension producida por una carga de impacto es s”:

5i=E-{l+ 1+2£]=5~[1+ 1+2£J
AU Ty Ty
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Donde:
P Carga aplicadaen Kg .
A Area de la seccion transversal en cm?.
y Deformacion producida por la carga P en condiciones estaticas en
cm.
h Altura de caida libre para producir la velocidad de impacto en cm.
S, Tension producida por el impacto en Kg/cm? .
5 Tension estatica en Kg/cm? .

Justificar la formula anterior.

Si un punto material estd sometido a la resultante de las fuerzas activas aplicadas

(E) y a vinculos cuya accion puede sustituirse por fuerzas reactivas (W), la
ecuacion fundamental de la dinamica puede plantearse como sigue:

2
Fiwom 4(P-0)
dt?

d*(P-0)
7— =0
dt
La expresion aparece como la suma de fuerzas concurrentes que dan como resultado
cero, esta es la condicion de equilibrio vista en estatica, pero en este caso hay

2 —_— —_— —
Si se pasa m-% al primer miembro: F +W —m-

2 —_ P
movimiento y —m-% es la REACCION DE INERCIA también llamada,

FUERZA AUXILIAR DE D'ALAMBERT.

El punto material estd en equilibrio dindmico bajo la accion da las fuerzas activas,
reactivas de vinculo y la reaccion de inercia; este es el PRINCIPIO DE
D'ALAMBERT que nos permite resolver un problema dindmico como si fuera
estatico, basta para ella considerar al punto o al cuerpo en movimiento como cuerpo
libre, haciendo actuar sobre el todas las fuerzas mencionadas, fuerzas que deben estar
en equilibrio.

Ejemplo:

En el sistema de la figura se quiere conocer las tensiones T, y T, en las cuerdas que
vinculan las masas.

Ta T, £
“y "5, &

Todo el sistema se desplaza con una aceleracion a=

3 ||

Som=m +m, +m;.
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Si se toma al cuerpo m, como cuerpo libre, este estara en equilibrio dinamico bajo la
accion de las fuerzas F, Ty la reaccion de inercia.

- - F+Ti-ma=0.T:=-F+ma=
- o L — F —m-m — m+m
= = __ F_gM-Mm_ g M+My
-, 4 a T -

Si tomamos el cuerpo m,

-Fl +-|_-2 —m25=0

= = - —m,+m F

‘—QL .'.T2:—T1+m2a:—F-g+m2.E:

-3 m m
—mhe = _=m
:Tz:— -—3

Para el cuerpo m, se verifica:

= = F =m
Tzzmsa:mS-E:F-—3
—M3 m m

ECUACIONES DIFERENCIALES DE LOS MOVIMIENTOS

Son las tres siguientes:

Con ellas pueden resolverse los problemas que plantea la dindmica.
En dinamica hay tres variables, tiempo, velocidad y ubicacién y una fuerza puede
ser funcion de ellas aisladamente o en conjunto.

F=T,0); F=T,(v); F=1,(5); F=T,({tv.s)
Lo méas comun es el caso en que la fuerza es funcion del tiempo; cuando la fuerza es
funcién de la velocidad se presentan dos casos reales, cuando la fuerza es funcion
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lineal de la velocidad y cuando es funcion cuadrética; las soluciones de otros casos
son poco definidas.

Cuando la fuerza depende de la ubicacion estamos en presencia de fuerzas
posicionales, como por ejemplo un cuerpo abandonado en el vacio sobre la Tierra, o
el caso de estudios de resortes, etc.

A continuacion se plantea de una manera formal la solucion del segundo problema de
la dindmica para cada uno de los casos mencionados.

Consideremos: F = f(t)

v = 1=
F(t)=m-—; m-dV =F(t)-dt; dV =—-F(t)-dt
(O)=m-im (t) —F()
jdV:%jF()dt v_—j t)-dt+Cs

V= OI(P_O); d(P—O):[HIE(t)~dt]dt+61-dt

j[ [F() dt} dt+ [Ci-dt+C,

Que es la ley del movimiento.

Caso en que F = ?2(_)

S AV AV cdv
F(v)—m dt ;dt=m- F(V) 1= IF(v) ¢(V)

t =gy, despejando V setiene: V = ¥(t)

v:d(zt‘o):@(t); d(P-0)=T(t)-dt y (P-0)= [F()-dt+C

Vxdv = F8X05 - b gonde se puede despejar: V =g,
— ds - ds

Expresion que nos permite determinar el tiempo para cada posicion.
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Ejemplo:

MOVIMIENTO RECTILINEO DE UN CUERPO LIBRE
1) Fuerza funcion de la velocidad: F = f(v)

Consideremos un cuerpo abandonado a la accion de la gravedad de la Tierra que se
mueve en un medio resistente (como es el aire) y que esa resistencia sea funcién
lineal de la velocidad.

Las fuerzas actuantes son: su peso, P=m-g Yy la resistencia al aire R=k-V . Como

la fuerza conserva la direccion de la velocidad, se puede trabajar escalarmente.

dv
F = — k = O
(v) mg —kv=m m

|
R:ﬁ\f dt:mrg.d\liv:'tzj‘mrg'd\liv
® _ _

t= —%~ In(mg —kv)+C,

P= mg Si suponemos que para: t=0; V, =0

O:%-Inmg +C, .'.Clzg-lnmg

t:%-lnmg —%-In(mg—kv)

k
Kyl M . Mg oy
m mg—kv mg—kv
ﬂ:mg—kv; mg—ﬂ:kv
L L
em em
kg
v="911 e m
P ¥ 2
g K 1 k
X mg mg ¢ mg mg e
=— . X=—t-—|e M dt+Cop=—=t—— ———1|-e M +C
dt k J 2Tk ok K 2
m
-—1
X:%- t+—-e M [+Cy
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Suponiendo que para t=0; Xy=0

2
0= ¢, 0= 8
k k k2
mg . m°g it mg [, m RS
X=—Tt+—=|e M _1=—Z.|t+—-]e M 1
k k2 k k

En todo este razonamiento k represent6 el coeficiente de resistencia aerodinamica,
que es funciédn de la forma del cuerpo y del medio resistente.

2) Fuerza funcién de la posicién F = f(s)
Consideremos el mismo cuerpo anterior pero a gran altura sobre la Tierra, fuera de la
atmoésfera. La Unica fuerza que actla es la fuerza de atraccion de la Tierra:

mM
F(S): —kF

k : representa la constante de la gravitacion universal.

mM
-_ dT=-k——- dx=m.V -dV
T 7, x?

kM gx=v.gv
X2

‘E dx
—klvljx—z_jv-dv

kM:£V2+C
X 2

t=0; XOZOO,VO =0..C=0

Xo VZ:ZkMyV: /ZK_M
X X

dx 2kM 1
V== X -dx = dt
)6 dt X v 2kM
H 3
1 J.x 2.dx=t+C..t+C= 1 Exé
2kM NJ2kM 3
t+C—E- \/73
3 \J2kM

DINAMICA DEL PUNTO VINCULADO

Si el punto material estd vinculado, la ecuacion fundamental de la dindmica se
transforma en:
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Donde W es la reaccion del vinculo, si esta es perpendicular a la superficie o curva
que representa el vinculo, se denomina vinculo liso o vinculo sin frotamiento.

Si W no es perpendicular a la superficie o curva, presenta siempre una componente
tangencial en sentido contrario al movimiento ( fuerza o reaccion de frotamiento).

Movimiento de un punto sobre una superficie

Sea una superficie que puede desplazarse o deformarse en funcion del tiempo:
f(x,y,zt)=0

Si no hay rozamiento, la reaccion que la superficie puede ejercer sobre el punto de

masa m tiene la direccion de la normal a la misma.

W =A1-grad - f
Wi 5.8 %
OX oy 0z

A = coeficiente escalar de proporcionalidad.
Las derivadas parciales representan los cosenos directores de la normal a la
superficie. La ecuacién fundamental de la dindmica toma la forma:

2 — —_— —_—
mwz F+W=F+A-grad- f
dt?
2 _ _ _ _
mM: F+ﬂﬂ|+ﬂi]+/’iik
dt? ox oy oz
O bien escalarmente:
2
ﬂ: FX +/1i
dt? ox
2
md™Y J-F, Ay
dt oy
2
md—2z= Faad
dt oz

Este sistema con la ecuacion de la superficie permite calcular en general x,y,z y 4

con lo que queda determinado el movimiento y la reaccién del camino.
Obtenido 4

- (2] () () (2 (2
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Movimiento de un punto sobre una linea
La ecuacién que define a la linea es:

f1(x,y,z,t)=0
fo(x,y,2,t) 0}

Si la linea es lisa la reaccién sera:

W =1, -grad- f; + 1, -grad - f,

W = (/11 M /12~af—2j-i+ Al-a—flmz-af—z -]+[/1 aflm af?j-i
OX OX oy oy oz oz

Si F es la resultante de las fuerzas directamente aplicadas al punto P la ecuacion
fundamental de la dinamica es:

2 —_— —_— —_— —
md“(P-0) (P2 O) E L\ W<F+a grad-f+4, grad-f,
dt
2 _ _
m—d (P_O)=F+ ﬂl-a—fl+ﬂz 8f2j i+ ﬂl'a—fl-l-ﬂz'af—z -j+(/11 afl-l-/lz-%j
dt? OX OX oy oy oz oz
Y en sus proyecciones:
mﬂ:F + - af1+/1 o
dt? OX x
mdzy Fy+- Mg, T2
dt oy oy
mu—F wig Ty g, 2
dt? oz 0z

Sistema que con las ecuaciones de la linea permiten en general calcular los valores de
X,Y,Z,41y Ay que resuelven el problema.
Ejemplo:
Punto material de masa m que se mueve por accion de su propio peso sobre un plano
inclinado sin rozamiento.

by
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El plano xy segun puede observarse en la figura siguiente, da la seccion normal del

plano inclinado y el plano horizontal (angulo diedro).

I

ﬁ-‘

gl
J

’o:.
= —
X X

=tga; y=X-tga; y—-X-tga=0

y

X

La ecuacion de la superficie es: f(x,y,z,t)=y-x-tga =0

V_V:/l-i-h/l-ﬂ-]=—/1-tga-i+i-] es la reaccion.
OX oy

Fy=0; Fy =P son las componentes de la fuerza actuante.
Luego se puede establecer:

2* 0
m-——=-4-tga (1
dt?
2
m-d—zy:—P+}t 2)
dt
. dy dx d2y d?x
De y=Xx-tga setiene —=—-t —=—7F1
YR at a0 w2 gl
__7.tq2
d2y d2x -P+1=-119°x
m- =m-——-tga - P 2
2 2 A= =P.cos” a
dt dt 2
tg°ax+1
Reemplazando en (1):
d2X 2
m-——=—-P-c0s“ @-tga =—m-Qg-CoSx - Sene
dt?
d°x
— =—0-Cosa-sena
dt
dx
VX=E=J.—g-cosa-sena-dt=—g-t-cosa-sena

2
t
x:j_g.t-coswsena-dtz—g.?-cosa-sena
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Reemplazando en (2):

4%y
dt?
2 2

M:_g -sen’a; Vy =g ‘t-sena; y=—g o%-senza

dt?

V Zﬂvxz +Vy2 = g-t-\/cosza-sen2a+sen4a =dg -t-sena
t2

s=g-—sena

m =—P+P-cos’q = P-(cosza—l):—P-senza:—m-g-senza

Que son las ya conocidas formulas del plano inclinado.
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BOLILLA N°6

DINAMICA DEL MOVIMIENTO VIBRATORIO

e VIBRACIONES LIBRES, AMORTIGUADAS Y FORZADAS.
AMORTIGUACION CRITICA, SOBREAMORTIGUADA E
INFRACRITICA.

COEFICIENTE DE MAGNIFICACION DINAMICA, RESONANCIA.
APLICACION AL MOVIMIENTO RELATIVO.

AISLAMIENTO DE VIBRACIONES.

ANALOGIA ELECTROMECANICA.
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Dinadmica del movimiento vibratorio
Oscilaciones libres

Sea un resorte con una masa suspendida de peso G =m-g, este peso equivale a una

fuerza aplicada sobre el resorte. Si se supone que esa fuerza se aplica gradualmente,
sin choques, el resorte pasa de la posiciéon A— A (sin carga) a la B—B y se deforma
una magnitud Y, ; a la posicion B—B la llamamos de equilibrio estatico y en ella se

equilibra el peso G con una fuerza igual y contraria que es la fuerza elastica dada
por Hooke y que vale:

Fe =—Kq - Ye (kq : Constante eléctrica del resorte)

Oseaqueen O sera:
R=) F=0;G+F,=0; G-kj-y, =0

Si llevamos lamasaa B —B (deformacion y, +Y,) Y la soltamos, el peso asciende

hasta O, lo sobrepasa y se detiene en un punto simétrico de B respecto a O
invirtiendo su movimiento, o sea el sistema comienza a oscilar. En otro punto como

B lafuerza elastica ya no vale —kq - yo Sino que es mayor,

Fo=—ki-(Ye+Y)=—k -5
Como el movimiento no es uniforme, ya que se detiene en los extremos, habra una

cierta aceleracién. Tomamos a O como punto de referenciay a O como centro de

oscilaciones. En un punto como B habra una fuerza resultante:
Fo=—k-(Ye +Y)+G :m-d—zyz—k Yo —ki-y+G=—k -y.'.d—zyz—k-y
e 1°Ue qt2 1'Ye™ ™ 1 qt2 m

Que es la ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio libre.

A * *G .
fa

. B . . .

g’ . . .
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Oscilaciones amortiguadas

Sea el dispositivo de la figura siguiente, si la masa estuviese soportada solo por
resortes oscilaria libremente y se cumpliria la ecuacion ya vista. Si agregamos un
amortiguador, al bajar el piston (Veloc. +, en el sentido de +y) el liquido asciende,
creando por rozamiento viscoso una fuerza dirigida hacia arriba, y cuando el piston
sube (veloc. - ) la fuerza de amortiguacién va hacia abajo. A la oscilacion libre se
agrega ahora una fuerza debida al amortiguador, fuerza amortiguadora, que esta
constantemente dirigida en sentido opuesto al movimiento y es proporcional a la
velocidad: Fy =—ko.v
La ecuacion diferencial del movimiento sera entonces:

d?y -k y kz

-V
dt? m m

Fc=m1-a)2-r
Fy=F.-send; 0=w-t
Fy=F.-senw-t

Oscilaciones perturbadas
Supongamos que la masa que hemos aplicado en la figura anterior es la de un motor

eléctrico y que el centro de gravedad de su masa rotante (m;) no coincide con el eje
de rotacion (caso por demas comun), aparece entonces una fuerza centrifuga F. que
tiene dos componentes F, y F, .

Consideraremos Unicamente la componente vertical F, porque estamos tomando
como eje del movimiento el eje vertical.
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La ecuacion diferencial del movimiento es ahora:
2
M+ﬁ, y+k—2-v:ii-sena)-t
dt2  m m m
Vamos a estudiar el problema en sus tres casos.
OSCILACIONES LIBRES
2 2
La ecuacion obtenida d—2y+ﬁ y =0 puede escribirse d_2y+ p2 -y=0que es la
dt m dt

ecuacion diferencial de un movimiento arménico simple, donde p=,—% es la
m

pulsacién del mismo.
La solucion de esta ecuacion diferencial es:

y=A-sen(p-t+gp)
Donde A y ¢ son las dos constantes de integracion que podemos determinar
partiendo de las condiciones iniciales del movimiento:
Siparat=0, y=yg resulta: y=A-seng

Tomando la expresion de la velocidad: v = % =A-p- cos(p T+ (po)

Que para t=0 nos da: vg = A- p-Ccos¢yg

Luego: &:M de donde: tggg = p-ﬁ

Vg A-p-cosgg Vo
Y elevando al cuadrado y sumando se tiene:

y§ = A% -senZp,

—=A2-c032(p0 S A= y§+—

Esto nos indica que A es constante; el resorte no dejaria nunca de oscilar, sin
embargo lo hace por histéresis mecanica y resistencia del aire.

Sivg=0es A>yy.Sivg=0es A=yj.

En todo el razonamiento no se tuvo en cuenta la masa del resorte.
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OSCILACIONES AMORTIGUADAS

Partiendo de la ecuacién obtenida para tal caso:
d’y _ ki .k

— L ==y —-—£.V
dt? m Y m
En la cual si se hace: ﬁ: p2 y k—2: 2C nos queda ordenando:
m
2
9 e W p2y 0
dt? dt

Ecuacion diferencial de 2° orden completa y sin término independiente.
Lasolucién es: A-e"t+ A.eft
Los valores r; y ry se obtienen de la solucion de la ecuacion caracteristica:

r2+2.c.r+ p2 =0

r=—c+4c? - p?

Que puede dar tres tipos de soluciones:

1) Dos raices reales y coincidentes p=r, =0  (c=p)
2) Dos raices reales y diferentes, cuando c? - p2 >0 (c > p)

3) Dos raices imaginarias, cuando ¢? — p> <0  (c< p)
Analizaremos cada una de estas soluciones.

1) Primera solucién (c = p) AMORTIGUACION CRITICA.

La ecuacion que nos da las elongaciones en funcion del tiempo se transforma en:
y=A.e % 1B
y=(A+B).e ™

y:U 'e—Ct

Donde U no es constante sino que es funcion del tiempo, en efecto:

dy dU _qt

ct

—-e " —Cc-U-e

dt dt
2 2 2
u=d_u. _Ct_ .d_U.e_Ct_C.d_U.e_Ct+C2.U.e_Ctz d_U_Z.C.d_U_|_(;2.U .e_Ct
dt2  dt? dt dt dt? dt

. d2y dy - ]
Valores que remplazados  en la ecuacion —2+2C-E+p -y =0 da:

dt
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2
AV eV 2y e +[2-c-d—u—2-c2 -U]e‘Ct +c?-U-e =0
dt? dt dt

d2U
—2 0

dt
Luego la derivada primera es constante y la funcion puede ser:

U=A+B-t
Con lo que:
y=Ae % +B.t-e
Célculode Ay B

Partimos de las condiciones iniciales:

Para t =0 resulta yp = A

Si derivamos la ecuacion de las elongaciones obtenemos las velocidades:

ﬂ=v:—A~c.e"°t+B-e"Ct—B-c-t~e_ct

ﬂ:v:B-e_Ct—c-e_Ct(A+B-t)

Para t =0 puede ser que vg =0 0 vy =0, este Ultimo es el caso mas general:
Vg=B-c-A=B-c-yg..B=Vvg+cC-Yyg
Reemplazando en las ecuaciones que nos dan las elongaciones y las velocidades en

funcién del tiempo, los valores de A y B encontrados, se obtienen las siguientes
ecuaciones:

y=[yo+(vo+c-yp)t]-e™®
V= lVo (-c-t)-c?y, ~tJ~e"Ct

Que nos definen el movimiento.
A manera de ejemplo y para considerar fisicamente como se produce el movimiento,
consideremos el caso particular en que vy =0 Yy grafiqguemos en funcion del tiempo

las expresiones anteriores en estas condiciones.

y=Yyo-(+c-t)e™

v=—c?.yg-t-e™

C

Cuando t=0 y=yy y cuando t— ooy cuando t—0 porque e 50 mas

rapidamente que ct > . Parat=0 vy =0 y como v :% significa que en y =y

hay un maximo (tangente horizontal).
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Al

A partir de cero, v retorna a cero, pero como hay movimiento la velocidad debera
pasar por un maximo, que en este caso sera negativo en virtud del signo de la
expresion que da v. Veremos cual es ese maximo y en que tiempo se produce.
Derivando la velocidad e igualando a cero se tiene:

dv - -
a=—=-c2.yg-e %t +cdyy-t-e"t =0

S

a=c2-yp-e . (ct-1)=0

c, Yo, e~ son distintos de cero, luego debe ser ct—1=0..t :l
c

Remplazando este valor en las expresiones de la velocidad y de la elongacion se
obtienen los valores de Vmay € Yypax:

C- 2.
Vinax == 20 Yumay =2 0 = 07356

N Vmax —
Este es el caso de amortiguamiento critico c=c, = p el movimiento es aperiddico,

en el limite de aperiodicidad.
Si se hubiera partido de la condicion t =0 vg =0 la masa podria haber llegado a la

posicion de equilibrio con suficiente energia cinética como para sobrepasarla, pero
puede demostrarse que en este caso, nunca podra repasarla otra vez y solo se acercara
aellaparat— .

2) Segunda solucién (c > p) SISTEMA SOBREAMORTIGUADO.

La ecuacion caracteristica nos daba dos raices reales y diferentes:

y= A'e(_Hm)t + B-J‘”W)t
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La masa una vez separada de su posicion de equilibrio tiende a volver a el
asintéticamente, pero empleando un tiempo mucho mas largo que en el problema
anterior; el movimiento es légicamente aperiddico. No reviste interés practico.

1<

o]

3) Tercera solucion (c < p) AMORTIGUACION INFRACRITICA.

Para esta condicion la ecuacion caracteristica, tiene dos raices imaginarias
n,rp=—C=tj p2 —¢?
Y la solucién de la ecuacion diferencial y = A-e"t +B-e"t

C

Se transformaen y=C-e" t -sen(a)p -t +¢)

Donde wj, es la pulsacion del sistema amortiguado =4/ p2 —c? . wp <P

Lo que nos dice que el periodo del movimiento amortiguado es mayor que el del
movimiento libre T =2—”>TL _z
p2 —C2 p

Célculode C y ¢

Parat=0 serd yo=C-senp (1)

Ecuacion con dos incégnitas por lo que recurrimos a la expresion de la velocidad:
d _

v=Y_ C.c-e
dt

Que para t =0 da: vy =-C.c-sengp+C-wy -cosg

ct ct

-sen(a)p 1+ (p)+ C-e -cos(a)p 1+ go)- @p

Vo =C-wp-cosp—c-yy (2)

De (1) se obtiene: seng = %

Y de (2): cos(p:M
C'a)p
-a)p

Dividiendo miembro a miembro nos da: tge = que nos permite encontrar

Vo+C-Yo
@ ; elevando al cuadrado y sumando:
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6 -yo)? 8.2 +(vg+c-yp
Se”2¢=y—%;cosz¢:w;c2:y0 p ((2) Yo)
¢ C™-op @y

Que nos permite determinar C quedando en consecuencia la expresion de las

2 2 2
| b2+02+(orcvo ]2
elongaciones y = e -sen(a)p-t+(p).
[0}
p

Si graficamos esta ecuacion en funcion del tiempo, tendremos que y nunca alcanza el

" que hace

2 . _
valor C pues para t=0 y:L-sen(p y para t=0 influye e
w
p
disminuir las ordenadas de la curva simétricamente a ambos lados del eje t (c=
decremento logaritmico).

—Cct

Sito>w e ™ >0

.

-

Esto es semejante al movimiento oscilatorio amortiguado estudiado en cinematica y
gue obteniamos proyectando sobre un eje coplanar el movimiento de un punto que
describia una espiral logaritmica, en este caso el vector rotante tiene modulo

ct

decreciente en el tiempo segun la ley C-e ™ vy la velocidad constante de

rotacion es wp .-

OSCILACIONES PERTURBADAS

La ecuacion diferencial obtenida para este caso es:
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2
u+2-c-ﬂ+ p2~y=q-sena)-t.'.q=i
dt? dt m

Como en una ecuacién no homogénea, la solucién sera la suma de la solucién
general de la ecuacion homogenizada, mas una solucion particular.

y=Yy1+Y2
La primera es la vibracion amortiguada ya vista:

_ [y§+w%+(Vo +c~y0)2]%

@p

y e ¢t ~sen(a)p -t+(p)

Que desaparece con el tiempo; segun el valor de ¢ lo hara mas o menos rapidamente,
se le llama FUNCION TRANSITORIA.
La segunda es un movimiento armonico simple:

y, =B-sen(w-t—y)
Que es la FUNCION PERMANENTE vy es la que estudiaremos.
En la figura siguiente se representado sucesivamente:

1. La funcion transitoria (Movimiento libre) y; .
2. La funcion permanente (Movimiento forzado) y- .
3. El movimiento total (suma de los dos anteriores) vy .
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(A
T Movimiento fibre
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>

Y

WMovimiento
‘ fortade
N n \l
\1
}
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\ N ¢
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i \ Movimiento totel
M
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Célculode By v

d
v= B~a)-COS(a)~t—t//)

dt

d 2y
a= —2

dt

Valores que remplazados en la ecuacion diferencial del movimiento y haciendo en el
segundo miembro de la misma:

senw-t=sen[(w-t—yw)+y]

=-B-w? -sen(w-t—y)

Y desarrollando, dan:

—B-sen(w-t—y)+2-cBw-cos(w-t—y )+ p2B-sen(w-t—y)=q-sen[(w-t -y )+ y]
2-cBw-cos(w-t—y )+ B-(p2 —a)z)-sen(a)-t—w): q-[sen(e-t—w)cosy +cos(w-t—y)seny |

Para que la igualdad se cumpla los coeficientes de sen(w-t—y) y cos(w-t—y) en

ambos miembros deben ser iguales:
2-cBw=q-seny

B(p2 —a)z): g-cosy

_2:cB que permite obtener el

Dividiendo miembro a miembro se tiene tgy = 5
p

angulo . Elevando al cuadrado y sumando:
(2-cBo) =% -sen?y
Bz(pz _a)z)2 _ g2 cosly

B{(ch)z +(p2 _wzﬂ .

Que nos da:

_ q
\/(p2 - a)z)2 + (2Ca))2

Con lo que la funcion permanente queda:

q

y =
o2 =02 + 2wy

-sen(w-t—y)
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COEFICIENTE DE MAGNIFICACION DINAMICA

Si en la expresion de B se saca p2 factor comun fuera del signo radical, se tiene:

B= d
92 2
2 w 2Cw
p P

k -m F
Recordando que p2=-L s L =9 M_Tc_,

m p2 k]_ kl
Es decir es la deformacion que provocaria la fuerza perturbadora actuando
estaticamente; cuando dicha fuerza actta en forma dindmica la deformacion sera:

y
Yd = = >
2

10} 2Cw
[1_2J J{z]
p p

Que expresada en funcion del coeficiente de amortiguacion critica (p =c) es:

Vg = Ye _ Ye

22 2 22 2
1_% J{z.c.wj 1_% +[2.C.“’J
p P p p Cc P

De acuerdo a la ley de Hooke que establece que dentro del periodo elastico las
tensiones son proporcionales a las deformaciones:

Gd _Ya _,
Ge Ve
v es el COEFICIENTE DE MAGNIFICACION DINAMICA y su valor es:

@ . puede variarse a voluntad, variando la velocidad del motor en nuestro ejemplo;
p no se puede variar tan facilmente, es funcion de las caracteristicas del sistema (kq
y m ). - - - - - -

v : serd maximo cuando el radicando sea minino. Nos interesan los valores practicos
que v puede tomar, para ello graficamos:
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. . w
Consideremos primero que — =0 esto nos hace obtener para v el valor uno (v =1)
p

para cualquier valor de la constante de amortiguacion c¢. Enestecaso F, =0  vya
que » =0 y la deformacion dinamica resulta igual a la deformacion estatica.

1
—F @
2C
e
Cc - No se puede variar pero ¢ si (se cambia el amortiguador).
Si en (1) hacemos c=C., la amortiguacion del sistema igual a la amortiguacion

w
Supongamos ahora que — =1 en este caso v =
p

- 1
critica, resulta: v = 5

Si en la misma expresion (1) hacemos c>c. estamos en la condicion de

sobreamortiguamiento que no nos interesaba desde el punto de vista practico.
Por ultimo consideremos que en (1) ¢ <c. por ejemplo ¢=0,2-c,

T Y:
2-02 04

Se puede comprobar dando otros valores que a medida que ¢ disminuye, v aumenta,
y para ¢ =0 v =0 caso ideal sin amortiguador.

. .y, w .
Consideremos ahora que la relacion — — o , en este caso para cualquier valor de ¢,
p

v —0.
En la figura de la pagina siguiente se han graficando los valores de v para distintos

valores del coeficiente de amortiguamiento en funcion de la relacién —. Se observa
p

. ;. .. w .
que v adquiere los maximos valores para lo relacion — =1, es decir cuando la
Y

pulsacién de la carga perturbadora coincide con la pulsacion propia del sistema, esta
es la condicién de RESONANCIA y se ve que para ¢ =0 (sistema sin amortiguacion)
(v =) la deformacion se hace infinita, pero la experiencia dice que no ocurre asi,
sino el sistema se deformaria subitamente y no alcanzaria a vibrar; en la realidad se
deforma lentamente y se rompe.
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g5

1
%
w PR
P'lP ¥y P=1 125 %’

Andlisis del defasaje v

2:C-w )
2.0 2 2o p

_ . _ c
Wy =—— 2 - 2
pP-0® | o® | 0

2 2

p p

Si representamos graficamente = f{Q]
p

c .
Para — =1 se tiene para:
Cc

=0 twWQy=0 w=0

T
=1 t -0 _°
= Qu = l//—z

IR

%—)oo Q=0 wy=rx

Sin amortiguamiento (c=0) las oscilaciones forzadas estan en fase con la fuerza

perturbadora para %< 1 y medio ciclo fuera de fase para % >1.

Se observa también que en la condicion de resonancia la fuerza y las oscilaciones
estan en cuadratura.
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T  — - - - €20 .

p— —

e
- Coly

3 ] “Y

Sic=0y ow=#p sera: v= = =

2 —
of) 1-2 P @
1-22 oP
p

Donde @ es la pulsacién perturbadoray p la pulsacion propia del sistema. Siendo

. 7-N
@ proporcional a n (r.p.m.) a):E
Resulta:
g
V=
ng —n?

Donde n es el nimero de revoluciones por minuto del motor en nuestro ejemplo que
es dato; n; es el numero de revoluciones critico del sistema, veamos como puede

calcularse:

" F
p2:_1: Ye
m

Cy
g
Donde k; es la relacion entre la fuerza y la deformacion que esta produce cuando se
la aplica estaticamente; si F =G, y, es la deformacion estatica producida por G y

p2 resulta: p2 -9

Ye
Ye , €s la flecha estética en el caso de arboles, vigas, etc. (f)

9/ e o [g/ . 30 [g
=Yt 5 o=t =p= %"n‘:_ﬂ f
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De donde: n; = 300

7

En el grafico los valores de v comprendidos entre @ 0,75 y 1,25 son
p

PELIGROSOS y nunca se debe trabajar entre ellos, y como cerca del eje %:1 las

curvas forman un haz cerrado (se confunden) se puede trabajar con la curva
correspondiente a ¢ =0 (sin amortiguacion).

APLICACION AL MOVIMIENTO RELATIVO

En el dispositivo de la figura la masa m puede tener un movimiento relativo respecto
al marco o soporte S al que se encuentra vinculado por medio del resorte de
constante k; y el amortiguador de constante k,. EIl soporte S a su vez puede

moverse con un movimiento de arrastre, cuya ley suponemos:
Se pretende determinar la ley del movimiento absoluto de la masa m.

Y también:
dzxab 3 d2xIr N d2xa

dt?  dt?  dt?

La ecuacion diferencial del movimiento absoluto sera:

2
2
dt

'dxtr +ky %, =0

A’jrrf

Yo
tz[lj il

Donde la fuerza eléstica del resorte y la fuerza amortiguadora dependen l6gicamente
del movimiento relativo.

m

ko
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2
d“Xg
dt?

:—Xa-a)z-cosa)-t

Remplazando en la ecuacion diferencial, operando y ordenando queda:

2 2
m-d Xr +m-d Xa+|<2'dxr +ky X =0
dt? dt? dt
2
d );r+2-c-dditr+ pZ-Xr:Xa'a)Z'COSQ)'t
dt

Que es la ecuacion diferencial de un movimiento vibratorio amortiguado con carga
perturbadora, ya resuelto, cuya funcidén permanente era:

y=B-cos(w-t—y)
Donde ahora es:

2
X, @ 2:C-w
: =Xpitgy =——

\/(pz—a)z)er(Z-C-a))Z pr-o

Hemos obtenido para el movimiento relativo un movimiento armonico simple, de
pulsacion idéntica a la del movimiento de arrastre; en consecuencia el movimiento
absoluto sera la composicion de esos dos movimientos armonicos simples de igual
pulsacién, que de acuerdo a lo visto en cinematica (Bolilla IV — Pag. 47), resulta otro
movimiento armonico simple, de la misma pulsacion que los componentes cuya
semiamplitud es la suma geométrica de las semiamplitudes de aquellos.

— = Kk

B =

\E,c

] 'l\’t"?
Remplazando valores y teniendo en cuenta que:

02 _ o2

— 1 —
o \/1+t92§// \/(pz—a)z)2+(2.c.a))2
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2 4 2 2 2 2
X5 @ +X§+ 2- X5 @ -(p - )

(pz—a)z)2+(2-c'a))2 (pz—w2)2+(2-c-a))2

De donde: X _a)4+(p2—a)2)2+(2-

c
2
Xa (pz—w2)2+ 2-c-0)

Se tiene: ng =

Finalmente: X =

Expresion que nos permite obtener las siguientes conclusiones:

Haciendo ¢=0 (sin amortiguamiento); cuando 2 tiende a cero, es decir, la
p

frecuencia del movimiento del cuadro es muy pequefia con respecto a la frecuencia

. . X . . Lo ~
propia del sistema X;ab — 1 que nos dice que el sistema practicamente acompafia al
a

soporte en su movimiento.

. @ .y
Si — — o lo que ocurre cuando la pulsacién del soporte es muy grande respecto a la
p

. . X . : .
propia del sistema X;'”‘b — 0 y la masa tiende a quedar quieta en el espacio a pesar
a

del movimiento del cuadro. Se utiliza para suspension de aparatos de medicion que
deben aislarse del soporte.
Al considerar la respuesta de una masa suspendida eldsticamente bajo la accién de

una fuerza perturbadora periddica, para varios valoren de la relacion —, citaremos a
p

manera de colofon la observacion de C. E. Inglis:

“En este comportamiento de la masa soportada elasticamente, hay algo casi
humano; se opone a ser empujada. Si se la insta gentilmente y no se le apura
demasiado, responde con perfecta docilidad; pero si es apremiada a moverse a un
ritmo mayor que el suyo normal, muestra una perversa obstinacion. Dicho
movimiento efectuado bajo coaccién, es siempre en una direccion retrograda y
cuanto mayor es el apremio menor es la condescendencia a moverse. Por otra parte
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si es estimulada con su propia frecuencia natural, se mueve con una exuberancia de
animo que puede ser comprometedora.”

AISLAMIENTO DE VIBRACIONES

c 2
1+[2--a’j
Xab Cc P

La relacion: =

Entre la semiamplitud maxima del movimiento absoluto y la del movimiento
perturbador establece la EFECTIVIDAD del montaje para reducir las oscilaciones.

- X . . c
Representando graficamente X;ab en funcion de < y para diferentes valores de —
a p Ce

. ., w . . .,
se observa que para cualquier relacion — > V2 1a amplitud de la oscilacion de la
p

masa sera menor que la del soporte.

)

X
A
o
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.. . . . .y w
La principal diferencia entre estas curvas y las establecidas para v en funcion de —
p

w . .
es que para valores de — > V2 las curvas amortiguadas se encuentran por encima de
p

las no amortiguadas. Esto nos hace ver que la presencia del amortiguador disminuye
la efectividad del montaje.

Sin embargo es necesario cierto amortiguamiento a fin de mantener la estabilidad en
las condiciones transitorias y para prevenir las amplitudes de resonancia al iniciarse o
detenerse el movimiento del soporte.

Consideremos ahora el caso del motor eléctrico con masa excéntrica plantea do
anteriormente (vibraciones amortiguadas con carga perturbadora).

Si se pretende aislar la méaquina del cimiento de manera que se reduzca la fuerza
transmitida, agregamos un resorte y un amortiguador.

La fuerza aplicada al cimiento sera la que corresponde a la accién del resorte y del

amortiguador:
F=m- p2-y+m-2-c-% (1)

Como habiamos encontrado que:

_ q
\/(pz—a)z)2+(2-c-a))2
dy _

dt J( 2)2 2.c-0)

Que reemplazados en (1) y teniendo en cuenta que loe dos términos del segundo
miembro son fuerzas cuyos maximos estan en cuadratura, la amplitud maxima de la
fuerza resultante sera:

-sen(w-t—y)

Es:

-cos(@-t—y)

= :\/(m'Q‘ p2)2+(m.2.c.q,w)2

\/(pz—w2)2+(2-c-a))2

Pero m-q=F; luego:

F

= 2 2 2
¢ 2 ® 2-C-w ° C w 2
pe- 1——2 + 5 l——2 +|2-— —
p p p Cc P

Que establece la relacién entre la fuerza transmitida al cimiento y la fuerza aplicada;
esta relacion se denomina TRANSMISIBILIDAD y es exactamente la misma
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ecuacion obtenida en aislamiento de vibraciones y la curva anterior tiene plena
vigencia en este caso.

ANALOGIA ELECTROMECANICA

Sea un circuito eléctrico con una resistencia R; una inductancia L y una
capacitancia C conectadas en serie, a cuyos bornes se aplica tensién variable en
funcion del tiempo U =U y).

Si i es la intensidad de corriente que circula, la caida de tension en cada uno de los
elementos del circuito es:

F %
! L di
U =L-—
Y L L
1 1 ..
II UC—E'jl'dt
J|
C
Siendo: i :2—? (q carga eléctrica medida en coulombios)
dg
Up=R-—
R %t
d°q
U =L —
dt?
1
Upr =—-
C=¢ q

De acuerdo con la segunda ley de Kirchoff (en todo circuito cerrado la sumatoria de
todas las caidas de tension es igual a la fuerza electromotriz aplicada al mismo).

Ur+U | +Uc =U(t)

2
L-d—§+R'3—?+é'q =U -senw-t
dt

Obtenemos aqui una ecuacion analoga a la que obteniamos en el problema de un
sistema amortiguado con carga perturbadora.

L Coeficiente de autoinduccion es ahora equivalente a la masa del sistema (m).
R Resistencia es equivalente al coeficiente de amortiguacion (k).

1/C  Reciproca de la capacidad es equivalente a la constante del resorte (kl).

U  Tension aplicada es equivalente a la carga perturbadora.
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2_ L. ,c R

LC L
Existe resonancia cuando w=p; o= 1 - f :i, 1
LC 27 \VLC

Que es la resonancia obtenida en Electrotecnia para los circuitos R, L, C

oscilantes.
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BOLILLAN °7

GEOMETRIA DE MASAS

e BARICENTRO, PLANO DIAMETRAL Y DE SIMETRIA, SISTEMAS
CONTINUOS.

¢ MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN, MOMENTOS Y PRODUCTOS DE
INERCIA. TRANSLACION DE EJES, TEOREMA DE STEINER.

e ROTACION DE EJES, ELIPSOIDE DE INERCIA, EJES PRINCIPALES,
DETERMINACION, APLICACIONES.

e MODULO DE INERCIA, APLICACIONES.

TEMAS AGREGADOS:

e TEOREMAS DE GULDIN.
e CONDICIONES DE SIMETRIA.
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CENTRO DE GRAVEDAD

Cuando en Estatica se componia un sistema de fuerzas paralelas aplicadas, se obtenia
una resultante Unica aplicada en un punto llamado CENTROIDE, punto que no
cambiaba si se giraban las fuerzas tomando otra direccion pero manteniéndose
siempre paralelas.

Las coordenadas del CENTROIDE podian establecerse asi:

X DLRE _Z':i'Yi.Z Y Fi-z
c= zFi ’yc——ZFi ; C_—ZFi

En particular si las fuerzas paralelas consideradas son el peso de cada particula de un
sistema material, debido a la gravedad, las expresiones anteriores toman la forma:

_prrxi_ _ZfF‘.-yi_z _pru'zi
T n_ C~  —n_ 'fCT TS A
> IR > IR > IR

C

Donde Xxg; Yg; Zg que serian las coordenadas del Centroide, son ahora las
coordenadas del CENTRO DE GRAVEDAD (CG ) del sistema considerado.

Teniendo en cuenta que P =m-g remplazando se tiene:
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XG:mei'g'Xizg'mei'Xi:mei'xi
D.Imi-g g- > Im; 2.

_mei‘Yilz _mei'zi

. mei e mei

Donde se ha supuesto g constante para todos los puntos del sistema, se obtienen las

coordenadas del CENTRO DE MASA que en este caso coincide con el CG .
Si g varia de punto a punto el CG y el CENTRO DE MASA no coinciden.

Por ultimo, teniendo en cuenta que m=V -5 (volumen por densidad) y considerando
el caso particular de & constante, se puede establecer:

SNex . Sew I
G~ —n_ CT «—n_ 'CT T SHn
DV >V DAY

YG

Que nos da también las coordenadas del CG, en este caso CENTRO
GEOMETRICO, trabajando Gnicamente con los volimenes del cuerpo
independientemente de los pesos o de las masas.

Se observa que en todos los casos el numerador de la expresion que nos da cada una
de las coordenadas del CG es el momento estatico del PESO, la MASA o el
VOLUMEN respecto a un plano; y el denominador es el PESO TOTAL; la MASA
TOTAL o el VOLUMEN TOTAL del sistema.

En los s6lidos continuos y homogéneos pueden reemplazarse las sumatorias por las
integrales a lo largo del sélido.

Si trabajaramos vectorialmente se puede establecer que el vector posicion del centro
de gravedad (también centro de masa para *“ g ” constante) es:

Donde M es la masa total del sistema.

PROPIEDADES DEL CENTRO DE MASA

A nuestros fines précticos tornaremos indistintamente la designacion de Centro de
Gravedad o Centro do Masa, en caso de ser necesario se hard notar expresamente su
diferencia.

1° Propiedad: Si todas las masas pertenecen a un mismo plano (o a una recta) su
centro de mana pertenece al plano (o a la recta).
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Eligiendo el punto “O” en el plano (o en la recta) los vectores (P, —O) estaran

contenidos todos en el plano (o en la recta) y por lo tanto (G —O) estara en el plano
(o en larecta).

R G Pz Pn
o -

Ony) (H',)_Cﬂuz) Cn;.) 1

2° Propiedad: Todo sistema puede subdividirse en sistemas parciales, los que
tendrdn un centro de masa parcial; el centro de masa total del sistema puede
determinarse considerando las masas parciales concentradas en los centros
respectivos.

F

3° Propiedad: Un sistema de puntos materiales tiene PLANO DIAMETRAL
conjugado de una direccion dada, cuando a cada punto material del sistema a un lado
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del plano, corresponde otro de igual masa al otro lado del plano, a la misma distancia
sobre una recta paralela a la direccion dada. Son MASAS CONJUGADAS.

El sistema queda dividido asi en tantas masas parciales como par de puntos
conjugados queden determinados. Si el plano diametral es perpendicular a la
direccién conjugada, las masas estan sobre la perpendicular al plano que se llama
PLANO DE SIMETRIA.

Si un sistema posee un plano diametral (en particular un plano de simetria) el centro
de masa esta en ese plano. Si el sistema tiene dos planos diametrales (o de simetria)
el centro de masa esta en la interseccion de los dos planos.

Si el sistema admite tres planos diametrales (o0 de simetria) el centro de masa estara
en la interseccion de los tres planos.

,r ¥
\ é’raza /M) x ¢ /ola»o akz simciff‘._)

[ dirace. oo/

La figura representa la proyeccion sobre un plano de un elipsoide, a la izquierda se
observa el plano diametral (en su traza sobre el plano de proyeccion) conjugado de la
direccién dada; a la derecha un plano de simetria.

En la figura siguiente, el paralelepipedo recto cuya base es un paralelogramo (visto
en sus dos proyecciones), admite entre otros dos planos diametrales perpendiculares
a las bases y un plano de simetria paralelo a ellas; G estara en la interseccion de los
tres.
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TEOREMAS DE GULDIN

1) EIl érea de la superficie generada por la rotacion de cualquier curva plana
alrededor de un eje en su plano, que no la corte, es igual al producto de la
longitud de la curva por el arco recorrido por su centro de gravedad.

Supongamos un elemento muy pequefio Al; de curva, cuyo centro de gravedad esta
en Gj. Cada elemento en su rotacion alrededor del eje “y ™ describe la superficie
lateral de un tronco de cono elemental de area AS; =27 -X; - Al;.

La superficie total sera: S = Zﬂ-ZfAli - Xj

Donde Z;Ali -Xj es el momento estatico de la curva respecto al eje “y” que de
acuerdo a lo visto vale: ZfAli X =1-Xg

Luego: S =27 Xg -|

Donde 27-Xg es la longitud de la circunferencia descripta por el C. de G. de la
curva que obra como generatriz de la superficie y cuya longitud es “1”
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2) El volumen del solido generado por la rotacion de cualquier figura plana
alrededor de un eje en su plano, que no la corte, es igual al producto del & rea de
la figura por el arco recorrido por su baricentro.

X O

Supongamos un elemento de superficie como el indicado en la figura, su C. de G.
estara en G;, a la distancia x;, del eje de rotacion “y ”.

En su rotacién, dicha superficie elemental, generard un anillo cuyo volumen sera
AV =27 -X; - AS; y el volumen total.

ZfASi -X; : es la sumatoria de los momentos estaticos de las superficies elementales
respecto al eje “y " eiguala S- Xg. Luego V =27-Xg -S.
Las expresiones obtenidas por los teoremas de Guldin pueden aplicarse obviamente

para la obtencion de superficies y volumenes de revolucion correspondiente a
angulos menores de 27 .

MOMENTOS DE 2° ORDEN

Momento de inercia de un punto material es el producto de la masa del mismo por el
cuadrado de la distancia a un punto, a un eje o a un plano, obteniéndose asi el
momento de inercia POLAR; AXIAL o PLANAR respectivamente.

Estoa momentos se denominan también MOMENTOS DE 2° ORDEN vy sus
dimensiones son [N]- [Lz J

Consideremos el triedro de referencia y un punto material de masa m y coordenadas
Xy, z.

Se tendré:

Momentos Planares

2
Jxoz =m-y
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Momentos Axiales:
| 2

Jy = -(2 2)—J J
x =M-\y " +2"]=Jxoz + Ixoy

) m
Jy:m-(x +2 )szOZ+JX0y I

2 .2 Z
Jz:m'(x Ty ):JyOZ"‘JxOy 0 t /'ﬁ

______ %

Momento Polar: (respecto al origen) Jg = m-(x2 + y2 + 22)= Ixoy +Ix0z +Jyoz

También se verifican las siguientes igualdades:

Jx+Jdy+J;

Jo=Jdx+Jyoz =Jdy +Jx0z =J; +JIxoy y Jo 5

Si se trata de un sistema de puntos materiales habria que hacer la sumatoria de los
productos de las masas, por los cuadrados de las distancias:

Iy= Y2 =3 (2 + 22)

Y si el sistema de puntos materiales forma un solido continuo, llamando o a la
densidad especifica de la masa de cada punto:

Jy IIJ.I,O'(yZ-i-ZZ)'dX'dy'dZ

Si el cuerpo es de densidad homogénea p puede sacarse fuera del signo integral.
Todos los momentos de inercia son expresiones esencialmente positivas.

PRODUCTOS DE INERCIA O MOMENTOS CENTRIFUGOS

Son el producto de la masa de un punto material por las distancias a dos planos:
Jyy =m-x-y

Si es un sistema de puntos materiales: Jy, = z; m;j - Xj - Yj

Y si se trata de un solido continuo: Jyy, = Ix- y-dm
Los productos de inercia pueden ser positivos, negativos o nulos.
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TEOREMA DE STEINER

El momento de inercia de un cuerpo respecto a un eje cualquiera, es igual al
momento de inercia respecto a un eje paralelo que pasa por su centro de gravedad,
mas el producto de la masa total del cuerpo por el cuadrado de la distancia entre los
ejes.

4

Mo pasa por G

weslla u

- 2
—0
Iy = z; m; -| (B —0p)A u } es el momento de inercia respecto a 4

(R-0;)=(R —O) (0-04), sustituyendo en la anterior:

—0 —0 2
Iy = z; m;-| (R =0)au +(0-0y)Au } , desarrollando:

APEUT (P O/\/,l} +y i m {o 0y)Ap T+
+2.3 {[ (P -0)nu } |:(0—01)/\/l0:|}

El primer sumando del segundo miembro es J#o

El segundo sumando podemaos escribirlo como M -dfl producto de masa total por

0/1

el cuadrado de la distancia entre los ejes, y el tercer término puede escribirse:
2~[(O—01)A;0JX[z;mi (Pi —0)/\;0:| =0

Porque: Y 'm;(R —0)=M(G-0) y (G )l
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Luego: J,,, =3, +M-d? |

La regla que establece el teorema de Steiner es aplicable también a los momentos de
inercia planares, polares, y centrifugos o productos de inercia.

ROTACION DE EJES

Sea un cuerpo referido a una terna de ejes Xx;y;z y un eje x cuya orientacién
respecto a la terna est4 dada por sus cosenos directores «; ;7 .
Se pretende determinar el momento de inercia del cuerpo dado respecto al eje p:

Az

X

Jy=m i Zlm,{P oAyT (1)

Y7, =a-i+ﬂi+7-i

(R-0)=a-i+8-j+y-k
i j ok

(P 0) /U—Xi Yi Zi:(yi'7_2| IB)H'(Z x—X 7) ( B-Yi-a )
a p vy

[(PI)/\;°]2 =y oyt B2y Bt Xyt =22 X+
XY At =2% By e
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=a’ '(yi2 +Zi2)+:32 '(Xi2 +Zi2)+7z '(Xi2 + yiz)_z'a'ﬂ'xi Yi—2eay X =2-fy-Y; -7
Reemplazando en (1):

2 2 2
J,=a” -3, +p" ), +y"d,-2-a- -, -2-a-y-3,-2-B-7-J,
Expresion que permite calcular el momento de inercia respecto a un eje que forma un
angulo cualquiera con los ejes coordenados, cuando se conocen los momentos

de inercia y los momentos centrifugos respecto a estos.

Elipsoide de inercia

Si al eje “ . pasante por “0” se le dan diferentes direcciones y se marcan sobre

— , 1 :
ellas segmentos tales corno el OE cuyo modulo vale |E—O| =——, el conjunto de
v ‘]u
puntos tales como el “E ” determinaran una superficie cuya: ecuacion pretendemos
establecer.

Si(E-0)=x-i+y-j+z-k
Es x=|E-0]-a; y=|E-0-B; z=|E-0|-¥

O bien: x= & ;y:7 ;z=%
/JJﬂ NP NP
De donde:
a=1/J# - X; ﬂzJJ# Y, 7/=1/J# -Z
Elevando al cuadrado:
az :JH.XZ; ﬂz :\]ﬂ.yz; }/2 :JH.ZZ
Valores que reemplazados en la ecuacion del punto anterior, que nos da “J ,” se
tiene:
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2 2 2
J, =3, 3 x+J3,-d, -y +J,-J,-2°=-2-J -, - xy=2-J,-d,-x2-2-J,-J,-y-2Z
Y dividiendo ambos miembros por “J ,” tenemos:
Jo-x2+3,-y2 40,22 =2-0, - x-y=2-0,,-x-2-2-0,-y-2=1

Ecuacion que nos da la ley de variacion de las coordenadas (x; y;z) de puntos tales
como E cuando se varia la direccion del eje “ . La obtenida es la ecuacién de un

elipsoide, que se denomina elipsoide de inercia 0 de Poinsot.

Conocido el elipsoide de inercia relativo al punto “0”, se obtiene el momento de
inercia respecto a un eje que pasa por “0” como el cuadrado de la inversa del radio
del elipsoide correspondiente a dicho eje.

= Yooy

Si la ecuacién del elipsoide se refiere a una terna que coincide con los ejes del
mismo, aquella se transforma en:

.)(2

‘0 +Jy0-y2+JZO-22:1

Se anulan los momentos centrifugos y los ejes X,;Y,:Z, S denominan ejes
principales de inercia en el punto “0”.

|

1/
X éXo
El elipsoide posee por lo menos tres planos ortogonales de simetria, que reciben el

nombre de planos principales de inercia, la interseccion de dichos planos dan los tres
ejes principales de inercia.
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Si el elipsoide estéa referido al baricentro se denomina ELIPSOIDE CENTRADO DE
INERCIA y es el mayor de todos los elipsoides que se pueden trazar del cuerpo;
JyeidyverJdz6 SON Minimos.

Si Jy, =Jy,=J;, el elipsoide se transforma en una esfera, y si J,,=J,,#J,, €l
elipsoide es de revolucion alrededor del eje z,,.

XG?

CONDICIONES DE SIMETRIA

1) Si un cuerpo tiene un plano de simetria, todo eje perpendicular a ese plano es
principal de inercia en el punto de interseccion.

|

Para todo punto como el P,(x;;y,;z,) habra otro punto P,(x,;y,;z,) tal que

n
X, =X.3 Y, =Y,;2,=—2, verificandose  que Zmi-xi-zi=O:JXZ y
1

Zn:mi'yi'zizoz‘]vz
1

Los otros ejes principales de inercia estan en el plano de simetria y pueden
obtenerse por medio del circulo de Mohr por ejemplo.

2) Si un eje es principal de inercia en dos de sus puntos, lo es para todos sus
puntos y debe ser baricéntrico.

z eseje principal de inerciaen 0 yen 0, ; luego se verifica:
Reemplazando estos valores en 0, se tendra:

3) Si el sistema tiene dos planos de simetria ortogonales, su interseccion es eje
principal de inercia y sera baricéntrico.

a Yy S son planos de simetria y perpendiculares entre si.

En “0” se tiene que “y ” es perpendiculara f y “z” es perpendicular a «, por
lotanto “y ”y *“z ” son ejes principales de inercia; “x” es perpendiculara*“y”y
a“z” luego también es principal de inercia.
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Lo mismo puede decirse en “ 0,” resultando nuevamente

inercia; en consecuencia por la condicién (2) “x” es baricéntrico.

4) Si un sistema admite tres planos ortogonales de simetria, sus intersecciones
son los ejes principales de inercia.

5) Todo eje de simetria es eje principal de inercia.

6) Si se trazan los elipsoides correspondientes a diferentes puntos de un eje de
simetria, este eje principal es comdn a todos y los otros resultan paralelos.

7) Siun cuerpo es de revolucién alrededor de un eje, este es principal ole inercia
en todos sus puntos, ya que es un eje de simetria.

8) Para las placas, laminas, discos de espesor constante, cualquier eje normal es
principal de inercia en su interseccion.

9) El elipsoide central de inercia de un prisma recto, cuya base es un poligono
regular, es de revolucion alrededor del eje del prisma. Es el caso de todos
prismas regulares homogéneos.

X" principal de

e FRAZA PLANO

CAso O BASSE DB SIMETRIA
TRIANGULAR, e e ESE ORINCIPAL,
DE tNERCIA

10) Para todos los poliedros regulares el elipsoide central de inercia es una esfera.
11) Los solidos de revolucion (cilindro; cono; etc.) tienen sus elipsoides centrales
de revolucion.
12) Tres casos importantes para la Mecéanica Técnica:
a. Solido que rota alrededor de un eje perpendicular a un plano de
simetria del mismo.
El eje de rotacion es principal de inercia en el punto interseccion con
el plano de simetria.

b. Cuerpo con plano de simetria paralelo al eje de rotacion.
El eje de rotacion es principal de inercia en el punto donde el plano
perpendicular al plano de simetria que pasa por “0 ” corta al eje.
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A cada punto “ A del cuerpo corresponde otro “B ” simétrico en que
z, es constante. En el plano z =z, se verifica que:

n
JXZA:zmiA'XiA'ZA:ZA'ZmiA'XiA:MA'XG'ZA
1 1

Y extendiéndolo a todo el cuerpo:
‘]xz :zMi "X i = Xg 'zMi - Z
1 1

n
Pero como ZMi-zi:O (Momento estatico respecto a plano
1

baricéntrico) nos queda J,, =0. Si se toma el plano zy se puede
hacer un razonamiento similar, obteniéndose en este caso
J,, =0; luego z es principal de inerciaen 0.

Se observa que el plano xy perpendicular al plano de simetria, no es
un plano cualquiera que cumpla esa condicion, es un plano principal
de inercia en G (ver pag. 53 del presente capitulo); el eje en
consecuencia es paralelo a uno principal de inerciaen G .
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Luego la proposicion correcta seria: “Todo eje paralelo a un eje
principal de inercia baricéntrico, es principal de inercia en el punto en
que corta al plano formado por los otros dos ejes principales de inercia
baricéntricos”.

c. Siel eje z es eje de simetria, es principal de inercia en todos sus
puntos.

RADIO DE INERCIA O RADIO DE GIRO

En la distancia “i” al eje de referencia de un punto material en el que no puede
imaginar concentrada la masa del cuerpo para poder obtener el mismo momento de
inercia J , de esto:

. . J
J, =N-i?, luego |Z:1/WZ

MASA REDUCIDA

En ocasiones es de interés sustituir una masa de momento de inercia dado, por un
punto material de masa N, , distante a la distancia “r ” del eje de giro.

Asi, por ejemplo, se reduce la masa del volante al radio de la manivela; la masa de
un tambor a su periferia.”

J=M,r’
Donde M, es la masa reducida a la distancia r

M:Jrz

Si se reduce la masa de momento de inercia J a la distancia 1 (uno) se tiene:
J=M,-1*=M,
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El momento de inercia del cuerpo tiene el mismo valor numérico que la masa
reducida a la distancia unitaria.

FACTOR DE INERCIA

En la practica cuando se acoplan diversos elementos rotantes (motores eléctricos;
volantes, acoplamientos, etc.) se suele utilizar en lugar de los momentos de inercia
con respecto al eje de giro, el denominado “Momento Regulador”; “Momento de

Impulsion” (Hitto); “Factor de Inercia” (Dubbel); o simplemente “PD*” o0 “GD?”,
producto del peso del cuerpo rotante por el cuadrado de su didmetro de giro (2i), su

dimension en [Kg-m?|.
Este valor se relaciona con el momento de inercia de la siguiente forma:

GD?*=M-g-(2if =4-g-M-i*=4.9-1=4-98-J=39,2.]
A manera da ejemplo de aplicacion en la técnica, se observa como con otros datos

caracteristicos, se dan en la tabla siguiente el valor de GD? para el acoplamiento
elastico Tecno-Poriflex.

el
¥.
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' M N M
TADBLA 2 TOMAR COMO BASE DE CALCULO UNICAMENTE MOMENTO NORMAL
ACOPLAMENTO! 011 | 03-1)06-1] 10-1 { 14-1 | 18-1 | 22-11 25-1| 26-1{ 28-1) 30-1} 321
”uoﬁu“ Kgn[0,5] 1V 20 | &0 | 120 | 240 | 400 ) 700 | 100
n%mrocuu -
mm kpm.{ 8,5} 3 90 175 | 30 | »00 | 1200 | 2000 § 3500
A 85 | 104 172 23|30} mo| 402 50| 550 | 700
B 85 [1o|1sofimf 25| %0 | 200 | 280 | 360
C 64 | a4 | s8{125f 150 | 170 Wo | 200§ 20
p inwe o5 | 25 {2 |om]as|w|ss]| ]
MAXIAD [ 3| 50| 0|80 s0Fwo|no| 130 18
L 4 soilodles]l 1| 10| 174 20| 215] 244 | 280] 350 | 450
M olmizieo|la|s|mles]s|n|o]w
wlsti]z|m|w|w|e¢s]54]w]iw|ie
wlwlmw]as|m|4]a|wlso]roiio]is
[ o sof 57| 64| ne| 9| tz3|tap] 151] 153 ] 1903 0 | J&5
2| 30|ae]| @ : N
%0 | %6 |68 | 3™ |
ZCDETORSION | s | 6| 6| 5 tas5)|65]63(52755] 9 [08ins
N¢ RP.W, 3000 | 3000 | 3000| 2000 | 200! 2000 | 2000 | 1500 | 1600 ] 1250 | 1000 | BOO
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BOLILLAN®S8

DINAMICA SISTEMAS

TRABAJO; ENERGIA CINETICA; TEOREMA DE KONIG; ENERGIA
CINETICA DE UN SOLIDO; CANTIDAD DE MOVIMIENTO DE UN
SOLIDO.

MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO CON RESPECTO
AL VARICENTRO; VARIACION DEL MOMENTO CINETICO.
VARIACION DE Q Y K REFERIDAS A TERNAS NO INERCIALES EN
ROTACION. TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS.

ECUACIONES DINAMICAS DE EULER.

ROTACION DE UN SOLIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIO;
REACCIONES EN LOS COJINETES. EQUILIBRADO DINAMICO.
MOVIMIENTO DE UN SOLIDO ALREDEDOR DE UN PUNTO FIJO;
GIROSCOPO; PRECESION FIJAS DISTINTA DE 90°.

MASA VARIABLE; COHETE DE UNA Y VARIAS ETAPAS.

TEMAS AGREGADQOS

DINAMICA DEL MOVIMIENTO POLAR; MOVIMIENTO POR
INERCIA.
DESCRIPCION DE POINSSOT DEL MOVIMIENTO POR INERCIA.
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DINAMICA DE LOS SISTEMAS

Debemos distinguir aqui los sistemas de particulas (*) y el solido rigido ya definido

en Cinematica.

Adecuaremos en primer término las férmulas obtenidas en Dinamica del Punto a

estos sistemas.

TRABAJO ELEMENTAL

Sistema de particulas: Sea un sistema de particulas siendo P, una cualquiera de ellas

y Fi laresultante de las fuerzas aplicadas a la misma (interiores y exteriores).

dT=> FixdP;
1
dP; :ﬁ.dt =V -dt
dt

SdT = if. X\7i -dt
1

La expresion tiene el caracter relativo porque depende del sistema de referencia

adoptado.

Solido: La velocidad de un punto genérico del solido es:

Vi=Vu+on(P-0,)
Reemplazando en la expresion del trabajo elemental se tiene:

4T =3 FixV, -dt =

1
=S FixVo-dt+Y Fifon (P -0, dt
1 1

dT=V o, 'thiEi +Z)-dt><zn:Ei A(0,-P)
1 1

dT:(\701 ><§+5><M)-dt

s

L ]

<y,

"'J[
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ENERGIA CINETICA

Sistema de particulas
La expresion de la Energia Cinética es:

E =1'imi '(Vi)z =1-anmi VixVi
2 = 2 I
Donde: Vi =V o, +\7i(r)

Operando: Vi xV; =V o, +2-V o, xV i, +V 1,
E, =%-\7§1-Zmi Worxym Vi, +%-Zmi v
1 1 1

:% M \731 +\701X2mi '\7ir +%Zm' \7|2r
1 1

Donde: Vo x > m; Vi, es la FUERZA VIVA CONCURRENTE.
1

& |z \%P{'

"

Y

(*) Sistema de particulas: es un conjunto de particulas donde la posicion o el movimiento de cada una
depende de la posicién y el movimiento de las demds, ejemplo el Sistema Solar. Una mera
““coleccion” de particulas no vinculadas por fuerzas de interaccién como una bandada de gorriones,
por ejemplo, no constituye un sistema.

TEOREMA DE KONIG

La energia cinética de un sistema material cualquiera, es en cada instante igual a la
energia cinética que corresponde al baricentro, supuesto en este concentrada toda la
masa, Mas la energia cinética correspondiente al sistema en su movimiento relativo al
baricentro.

El centro de masa se obtiene:

Sm(P-0) Ym-(R-0,)
(G_Ol): : =1

Zn:mi M

1
Si se hace coincidir 0, =G
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4

%

>'m,-(P—G)=0 (Momento estatico respecto al baricentro)

Derivando respecto al tiempo:

n

n
Zm Zm Vig =0
Reemplazando en la expresion que nos daba la energia cinética, donde ahora 0, =G :

Ec =£M \7(23 +£'zmi '\7i2re
2 2 £

Solido

Siendo Vi =V o +o A (P -0,)
Es Vi =Va+oa(P-0,)f =Va +2:Vaxoa(P-0,)+[wa(P-0,)f

Reemplazando: E, EERVR +\701><Zn:mi -[Z)/\(Pi —01)]+%-Zn:mi -[Z)/\(Pi —01)]2
1 1

m; (PI _01)

1 n

Y (R-0)=M(6-0,)

1

M= ™

Dado que: (G-0,)=
El segundo sumando vale:

\701/\E)in:mi (P=0,)=VauroxM - (G-0,)= MB701;5;(G—01)]
1

Y teniendo en cuenta que @ =w-@ el tercer sumando se puede escribir:

Lemfon@-0)f -3or Em o @ -0)f <10t

T2
Ya que ‘Zf /\(Pi —OJ es la diferencia del punto al eje.

Luego:
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E, =%-M -\7§1+%-Jw~a)2 M -Noa;(G-0,)]
- 1 —2 1 2
Si0,=G,(G-0,)=0..E, :E-M -v01+§-3w-w

1

Si el sélido tiene un punto fijo, tomando a este como centro de reduccién (\701 = O).
E.==-J, -
2

\
£
“P/,v"'s.
PA
4 e
1,

=—-, ~Jx+a)§~Jy +w’-), -2 o, o,y -2-0,0,"3,-2-0, 0,3,

Si los ejes coinciden con los principales de inercia del solido en el punto 0,
1 2 2 2

E. =E-[a)X Jyto, - d, o, -JZ]

CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Sistema de particulas:

Q=>"m;-Vi,donde: Vi =Vo, +Vi remplazando:
1

Si 0, es fijo Vo, =0 como Vi, _d(R-0) es Zn:mi v, =4
dt 1 dt
como Zn:mi (P -0,)=M-(G-0,)
1

Resulta 6:%~M (G-0,)=M -%-(G—Ol): M Vo,

Si 0, no es fijo % es la velocidad de G relativaa 0,
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Q=M -V +M-Ve =M Vg, donde Ve es lavelocidad absoluta de G .
Lo que nos dice que la CANTIDAD DE MOVIMIENTO de un sistema material
cualquiera, es en cada instante igual al que corresponderia al baricentro del sistema,
considerado este como un punto material en el que se encontrara concentrada toda la
masa del mismo.
Solido:
Siendo Vi =V o+ (P -0,) es
Q=YmVi=>mVeu+dm-oa(P,-0)=Vo->m+aordm-(P-0)=

1 1 1 1 1
Q=M Vo +0A(G=0,)=M -No+@(G-0,)]

Ecuacion que puede escribirse en proyecciones teniendo en cuenta que:

\701 =V o014 'i+\701y ']4‘\7011 R
o=0x-i+oy j+o; -k
(G_Ol): XiG i+ Yic 'T+ZlG k
Qx =M '&\\//ou t i 0~ Y5O,
Q=M Ny, + X @, =25 - @,
Qz =M '[\/Olz Y16 - Ox = X6 a)y]

MOMENTO DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Sistema de particulas
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_V01/\Zm 0 - Z 0 P) Vol/\l\/l Z -P

1 1
n

Rol VOl/\M z O P)

1

Este es el momento cinético absoluto respecto al punto 0, que vemos esta compuesto
de dos términos, el primero debido al movimiento de arrastre (translacion de la terna
movil), M -V A(0,—G) como si toda la masa estuviese concentrada en G y

moviéndose con la velocidad de arrastre, y el segundo correspondiente a la suma de
los momentos cinéticos de cada particula correspondientes a las velocidades relativas
a la terna movil, es el momento cinético relativo.

MOMENTO CINETICO RESPECTO AL BARICENTRO

Si hacemos coincidir el origen de la terna movil con G; (0,—G) la ecuacion
anterior se transforma en: Kea =V AM (G- Zm Vis A(G-P)

El primer término es nulo y el segundo es el momento cmetlco relativoa G .

KGab = KGr
Que nos dice que en un sistema material cualquiera el momento de las cantidades de
movimiento absolutas es igual al momento de las cantidades de movimiento
relativos, tomadas ambas respecto al baricentro. La terna relativa esta en translacion

respecto a la inercial.

Solido

La velocidad de un punto cualquiera del sélido es: Vi =V o; + @ A (P, —0,) donde V o,
es la velocidad de translacion del origen de la terna movil, punto que si lo hacemos
coincidir con G, podemos aplicar la propiedad ya estudiada Kgap = Ko, donde

aqui Ker es el momento cinético correspondiente al movimiento de rotacion del
solido alrededor de un eje que pasa por G .

Enesecaso: Vi=wA (P -0,) y Ka =Zn:mi -[Z)/\(Pi —G)]/\(G—R)
1

Ko :Zn: P—G)A[Z)/\(Pi—G)], donde:
-G)

m
[oA(P-G)|=w-(P-G) (P -G)-lwx(P -G)|

Siendo las componentes de

)
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X; @, a)x(x2+y2+zz)
(P-G)y, yde o, resulta: @-(P, ~G)’ a)y(x2+y2+zz)
Z; o, o (X2+y2+22)
@y X; o -X° —~w, - Xy -0, X2
o, 7, —a)Z 2’ —w, X2 — a)y yz
Resulta:
K s mi{[a’x(XZJry2+22)—60x-X2—a)y-Xy—a)Z-XZ]-i_1+...}

1
Y sus componentes segun los ejes:

Ko :a)XZmi(y +7 )—a)yZmi -xy—a)zznlmi X2
1 1 1

de igual manera

Xz !

Kex=0,-d,-0,-J,—®,J
Key=0,-d,-0-J, —0,-J,
Ke: =w,-J,-0,-J,, —0,J,

Que también se verifican cuando 0, = G para Vo, =0

VARIACION DE DRALL (Derivada del momento de la cantidad de movimiento)

La expresion de Drall es; Ko, = >om, Via(0,-P)
1
Derivando respecto al tiempO'

dKol_Z”: dV. Zm Tin (odtP)
Teniendo en cuenta que: d(ol - P‘) _4do, _dR =Vo -Vi; Zn:mi VillV
dt dt dt T

=3 m, 2 A0, ~P)+QAVe =Ko+ QAVa

1

Resulta: 3K

Si 0, es fijo Vo, =0 luego d;m =Mo

Si 0, no es fijo pero coincide con G :

— dKe

Q=M-Ve..QAVe ot

=Z::mi ‘g A(G_Pi)
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Variacién de Q y K cuando estan referidas a ternas no inerciales en rotacion

Se establecié en Dindmica del Punto que la derivada de la cantidad do movimiento
Q respecto al tiempo, daba como resultado la resultante de las fuerzas exteriores y la

derivada del momento cinético Ko, , el momento de dichas fuerzas exteriores.

d—Q = ﬁe , d ROI = MOl
dt

Los vectores Q y Ko dependen de las condiciones de movimiento y de las

caracteristicas del movil, siendo independientes del sistema de referencia elegido.
Comunmente se adopta un sistema de referencia solidario con el mévil, como se vio

en el capitulo de Cinematica del Rigido; los vectores Q y Ko podran variar

respecto a este sistema mavil y a su vez seran arrastrados por el movimiento de la
terna respecto a una fija o a una galileana.

La derivada absoluta de Q y Koy, que necesitamos para calcular Re y Mo, de-
bemos determinarla como se hizo en el capitulo de Movimiento Relativo

4Q_1def,7.q ; dKe _|dKa ) 0 Kn
dt | dt | dt dt |,

Donde los primeros términos; del segundo miembro son las derivadas relativas a la
terna movil y loa segundos términos representan la variacion debida a la velocidad
angular de arrastro de dicha terna.

Teniendo en cuenta la derivada del momento de la cantidad de movimiento
(Variacion del Drall)

dKo dKo

dt

= Mol +6 /\\701 Mol = +\701 /\6

K ” . : : .
Expresando la % en funcion de la derivada relativa como se hizo con la cantidad

de movimiento: dKo, {d Ko _

+orK
dt | dt l "

Koy

Resulta; Mo :{d } +oAKou+VoAQ
1

TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS

Con una demostracion igual a la realizada en dinamica del punto pero extendida a-
hora a todas las particulas del sistema material o a todos los puntos del sélido rigido
se tiene:
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dT = dE,

Que establece igual que antes que: La suma de los trabajos elementales de las fuerzas
que acttan en un sistema material es igual a la variacion elemental de energia
cinética.

ECUACIONES DINAMICAS DE EULER

La expresion del momento de las fuerzas exteriores que actdan sobre un sélido re-
ferido a ternas no inerciales en rotacion es:

mol:(d;‘)lJ + @AKo 40 AQ
Si se toma: 0, FIJO O MOVIL COINCIDENTE CON G, 0,=G (Véase cantidad

de movimiento de un sélido P.3) Y LOS EJES DE REFERENCIA COINCIDENTES
CON LOS PRINCIPIOS DE INERCIA EN 0,

=0+, +o, K

Rol=a)X‘JX-i1+a)y~Jy-L+a)z~JZ-E1

_ i q B B
(dKolJ =d&.\]x.il+ﬂ.\]y.jl+dwz.Jz.kl
1

dt dt dt dt
A T3
orKu=| o, o, ®, |=
o-J, o-J, -],

=(a)a)J —wya)z\]y)-il+(a)xa)z\]x—wa)\] )‘L+(a)a) J,—ow0,d )~E1

y“zvz x“zvYz xHyVy x“y

:a)ya)Z(JZ —Jy)-il +o.0,(J,-3,) ], +a)xa)y(Jy —JX)‘kl
Que nos dan como componentes del momento de las fuerzas exteriores sobre los ejes

M, = d;:* -J, +a)za)y(JZ —Jy)
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dw
M., = dty-Jy+a)Xa)z(JX—Jz)
do,
M., =~ J,+o,0,(1,-3,)

Expresiones conocidas como Ecuaciones Dinamicas de Euler.

ROTACION DE UN SOLIDO ALREDEDOR DE UN EJE FlJO -
REACCIONES DINAMICAS

La ecuaciones ores de la dinamica nos permiten determinar la resultante de las
fuerzas exteriores Re y el momento de dichas fuerzas respecto a un punto cualquiera
Mo (normalmente se toma el origen de coordenadas) que actuan sobre el solido en
movimiento; dichas acciones se aplican evidentemente a través de los cojinetes que
sustentan al eje, por lo cual el conocimiento de Re y Mo, nos permite calcular las
reacciones dindmicas de los mismos.

El hecho de que Re resulte igual a cero, no implica que el momento Mo, sea
también cero (la resultante de una supla es cero), es necesario en consecuencia el
calculo de los dos pardmetros.

Supongamos un sélido como el de la figura, referido a la terna movil O;x;y;z y

tomemos como eje de rotacion el eje Z:

2
XG
Giy
G " G
ZG
0 )
@0
0, -
[0

h

X

Determinemos primero Re

Recordando que:
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6=M '\7@ ; \7@

dt dt

R, =—M '(ye .(L_Ct()_l_xe .wzj

dw
R., =M '(XG 'E_ye '602)

G—Ol):—co-y‘3 -i+a)-xG -

_an(
[d_QJ =M .[_d_a).yG .i+dd_ct().XG ]} : Z)xé: M .[_0)2 'XG .i_a)z .yG ]]
1

Estas componentes de Re pueden anularse si X; 0 Y, son iguales a cero, es decir, si

G esta sobre el eje de rotacion.
Analicemos ahora el momento de las fuerzas exteriores:

Siendo las componentes de:

Kex=a,-d,—0,- 3, —0,-J,
KoyKey =0,-J, —0,-J,, —0,-J,,

Ke:=w,-J,-0,-3,,~0,-J,,

Las que se simplifican si se considera que: o, =w, =0; @, =@
Quedando:
Rle =—w-J Xz
Roly =—w-J vz
Rolz =w-J z

Conloque: Koo =-J,,-0-i-J, @ j+J, 0k

Siendo: @AKo =J, 0" i-J, o]

Resulta para las componentes:

Mle:_‘]xz E-i_\]yz 602
— do
MOl MOly: yz E—JXZ 2
do
Mow =gt
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Si G estd sobre el eje de rotacion y el eje z, es principal de inercia en
. oo . do
G(.JXZ =J, =0) las reacciones dinamicas sobre los cojinetes son nulas; J,-— es

la cupla motora o de frenado.

EJEMPLO

Sea el ojo de la figura que puede rotar sustentado por los cojinetes A y B, sobre el
que se hallan montadas dos masas M en la forma que se indica.

Se pretende, aplicando las férmulas de la dindmica, determinar las reacciones en los
cojinetes. Supongamos primeramente que la velocidad de rotacién es constante y que
los ejes del sistema de referencia movil son baricéntricos pero no principales de
inercia. La figura siguiente es la vista en el plano X;Y;.
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o' |
0 B
Aot L d?i_- T fﬁi“"?

/

|
oL

M

El momento de las fuerzas exteriores esta dado por la expresion:

Mo -

La que si se tiene en cuenta que
reduce a: Mo, = w A Koy
Donde: o =wxi

1 y z

Ko =Kg,, "1+ KOly SJyF

dRol

< l+5ARm+va6

Z):ctey 0, es un punto fijo (esta sobre el eje) se

o, =w, =0

Koy, =Jd- 0, =3, 0,-J,, o,
Ki.. KOly v @,

KOlz :‘Jz "0, _‘]xz 'a)x_‘]yz'a)y

Koy, * =J,0,-J, 0,

Koy, =9y - @ 0, =0, =
Que se reducen a: (K, =-J,, - @, por ser: y
Koy, =0 J, =0
g, ke
Mo=lo 0 0/=-],0" k
Joo -J,o 0

d

Jy=-2-M-r 5= —M -r-d (Las masas se consideran puntuales)

Luego:

Mo =M-r-d-o ki
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Si los ejes elegidos ademas de ser baricéntricos fueran los principales de inercia se
podrian aplicar las formulas de Euler.

} .
e o e ‘[. e e

d
MOlX:%-JX+a)Za)y(\]Z—Jy)
dw
MOly:d_ty J, to0,(3,-7,)
d
MOlZ—% ), +o,0,0,-13,)

Teniendo en cuenta que o = cte; w, =0; J, =0 la tnica componente valida es:

MOlZ = —a)ya)xe

Donde:
d 2
10 :a)-COS(p:a);;a) :—a)-sen(p:a)#;\] =2M d—+r2
X 2 5 y 2 5 X
(45) +r V) +r 4

Con lo que: igual al anteriormente encontrado.

Sin aplicar las férmulas de la dinamica, la fuerza centrifuga de cada masa al rotar es

M-@?-r yel momento M -@?-r-d; este momento tiene el sentido de —ki, es el
momento de las fuerzas de inercia del sistema que debe equilibrar al momento de las
fuerzas exteriores (momento de las reacciones).

Luego: My, =M o r-d-k ya encontrada.
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R=MSr
Y i
A .

]

e e i

a— B
T

QBJ-
E-; = Mﬁ)zl"

Las reacciones se obtienen a partir del momento de las fuerzas exteriores como
sigue:

M M-w®-r-d
Ray =Rgy = 1 _
| I
Estas reacciones rotan con el cuerpo con velocidad angular .

Si consideramos ahora que @=cte y teniendo en cuenta que «,, =0;J, =0

aplicando Euler se tiene:

dw
le: X.‘]Xl
dt
MOlZ =-0, - 0O, Jy

Aparece una componente segun el eje x, que se puede descomponer segun el eje de
rotacion (par motor o de frenado) y sobre un eje perpendicular a este que da nuevas
reacciones sobre los cojinetes, que son perpendiculares a las encontradas en primer
término, que también rotan con el gje.
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Las reacciones totales sobre los cojinetes se consiguen sumando geométricamente las
reacciones dinamicas encontradas a las reacciones estaticas debido al peso del eje,
pero teniendo en cuenta que mientras las primeras rotan con el eje, las ultimas
permanecen fijas en el espacio.

EQUILIBRADO DINAMICO

Al igual que en el equilibrio estatico, debe verificarse que la sumatoria de las fuerzas
de inercia que actlan sobre el rigido en rotacion debe ser igual a cero y que la
sumatoria de los momentos con respecto a un punto cualquiera, do las mismas
fuerzas, debe ser también igual a cero.

Supongamos un eje como el de la figura:
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E‘-Ilm!;;“,-l./
P 7

Cuando el eje tiene una rotacion o la fuerza de inercia de cada masa estara dada

®?®-ri-m., su direccion sera la del radio, dada por ¢, y su sentido saliente (fuerza

centrifuga).
Para que el sistema esté en equilibrio la suma vectorial de las mismas debe dar un
poligono cerrado. En escala w® se puede escribir:

>rim=0=M-rc..rc =0
1

Que nos dice que el centro de gravedad del sistema debe estar sobre el eje, condicion
de equilibrio estatico. Si el poligono no es cerrado el lado de cierre nos da la fuerza
equilibrante.

Veamos los momentos; tomemos dos planos arbitrarios perpendiculares al eje en los
cuales sea posible agregar o quitar masas, el 7, y el 7, y llamemos &, y b, las
distancias de las masas a los respectivos planos.

Si tomamos momentos de las fuerzas de inercia con respecto a los puntos A y
B interseccion de los planos elegidos con el eje, se tendrd para la condicién de
equilibrio:

— n — p—
Ma=)m o’ rirai=0
1
n

<|

B =Zmi~a)2 ~Fi /\Bi =0
1

Que graficamente significa que el poligono formado por los vectores momentos en
A yen B debe ser cerrado. Estos vectores son perpendiculares al plano formado por

los ri y ai o bi, pero como los a; y los bi son coincidentes con el eje, podemos

graficarlos en la direccién de ri lo cual nos facilita el trabajo (el poligono de
momentos en la realidad estaria desfasado en /2 respecto a la figura).
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_ n _ n - =
En la escala »* representamos en la direccion de ri, Zmi ri-aiy Zmi i -bi;
1 1

los lados de estos poligonos son evidentemente paralelos a los lados del poligono de
fuerzas trazado; los lados de cierre seran mg -rs-a; y m, -ra-b, lo que nos permite

determinar m, Ts y mA-FA; fijando r se puede determinar m o a la inversa. Los
angulos ¢, y @, se pueden obtener graficamente o bien en forma analitica si se

hacen proyecciones sobre dos ejes perpendiculares.

Paralelas a los lados de cierre de los poligonos de momentos en el poligono do
fuerzas (como componentes del lado de cierre de este ltimo) nos dan las
componentes en los planos A y B de la fuerza equilibrante.

FOLIGORD IE FUERZAS
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EJEMPLO

El ejemplo de la figura trata del equilibrado de un arbol cigliefial de tres manivelas de
un motor alternativo a piston, mediante la adicion de contrapesos en los planos A 'y
B.

Las fuerzas de inercia sobre cada manivela (*) se designan con Pi; P.; Ps que por
ser iguales forman un poligono cerrado (poligono de fuerzas). El sistema esta
estaticamente equilibrado.

Tomando momentos respecto a B se tendra P,-1+P,-b,+P,,-1=0, donde P, es
la fuerza que se debe aplicar en el plano A para que la sumatoria de momentos

respecto a B sea cero.
En la figura se han representado los vectores momentos divididos por |

2 - - - -7
P,» =Mge°r,, que nos permite fijar el peso del contrapeso y su posicion.
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m, = masa del contrapeso

r, = radio de ubicacion

De la misma manera se procede para obtener el valor del contrapeso en el plano B,
es necesario ahora tomar momentos respecto a A.

Como el lado de cierre del poligono de fuerzas es cero, las fuerzas a aplicar en los
planos A y B deben ser iguales y opuestas.

(*) En los motores alternativos se considera como masa actuante sobre el mufidén de
manivela a la totalidad de las masas rotantes con él més la mitad de las masas en
movimiento alternativo.

P :(mri +%maij'a)2'ri

m,, =  Masa rotante reducida a cada mufion del cigiefial distanciado r, del eje
geométrico (se consideran los brazos de manivela 'y 2/3 del peso total
de la biela).

m,; = Masa alternativa correspondiente a cada cilindro (1/3 del peso de la
biela mas los pesos totales del pistdn, perno y aros).

= Velocidad angular del cigiefial.

= Radio de manivela.

DINAMICA DEL MOVIMIENTO POLAR

Se denomina movimiento polar a aquel que realiza un solido que tiene un punto fijo.
En este caso las ecuaciones de la dindmica establecen:

Fo :[‘jj_?jr NG
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Donde el subindice “r” indica que la derivada debe tomarse suponiendo la terna re-
lativa Ol(il; jl;kl) inmovil y @ la rotacion de esta respecto a la galileana. Cuando los

ejes de referencia coinciden con los principales de inercia del solido respecto al
punto fijo 0, se obtienen las ecuaciones de Euler:

do,
M, == I +o,0,,-3,)
d
(1)< Ivly = ;:y "]y+a)xa)z(‘]x_‘]z)
do,
M, = J,+o,03,-3,)

En el caso méas general ﬁ(e) y M(e) son funciones del tiempo, la posicion y la
velocidad. La posicion puede quedar determinada por los angulos de Euler:

w(spin) ;@(nutacion) y ¢(precesion)
Y la velocidad por:
o= 1+0, j,+o, k
Cuyas componentes en funcion de tales angulos son: (ver VI - 3)

do do
®, =——Seny -senéd+—Cos
a7 a7

do do
2 =—"—COoSy -Senfd ———sen
2he 1 OV LSy

0] =d—¢cose+cij—";/cosw

foodt

Las seis ecuaciones diferenciales (1) y (2) permiten calcular los angulos eulerianos
en funcion del tiempo que es el objetivo perseguido.

La integracion de tales ecuaciones solo es posible en casos particulares, uno de ellos,
que pasamos a estudiar, es el llamado Movimiento por Inercia.

MOVIMIENTO POR INERCIA

En este movimiento la resultante de las fuerzas exteriores pasa por el punto fijo
(Ejemplo: fuerzas gravificas, Baricentro fijo).
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Como consecuencia de ello el momento de las fuerzas exteriores respecto a dicho

punto fijo sera nulo: (%} +wAKi

Las ecuaciones de Euler dan:

Mey="qt v &
do,
M., = at -Jz+a)ya)x(Jy—JX)=0

El estado cinético depende Unicamente del movimiento inicial (e inicial)
(movimiento espontaneo o por inercia).
Se presentan tres casos diferentes segun sea la forma del solido:

1) El elipsoide de inercia es una esfera.

Ental caso: J,,, =J,  =J,
Que en las ecuaciones de Euler dan:
da)x . da)y . da)z .
Jor° ot =0; JY01~ ™ =0, J,q, el 0;

Que corresponde a: m, =cte; o, =cte; o, =cte
Es decir, la rotacion inicial persiste.

2) El elipsoide es de revolucion.

J,=J

X1 Y1
El sélido se denomina de estructura giroscépica y ki esel eje giroscopico.

Como Mo =0 debe ser dKor

=0y Ko =cte.

7

La direccion de Ko, es fija en el espacio y la tomamos para definir el eje “z’
(sistema fijo), eje de precesion de los angulos de Euler.
Eligiendo un sistema de ejes en rotacion 0, =G (*) tal que z, coincida con el eje

de simetria del cuerpo y el eje y, en el plano formado por los ejes “z”y *“z,
siendo X,;Y,;Z, ejes principales de inercia del solido se tiene:

Koy =J50 @, =0 porque  x Lz:.w,=0

X
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K Ko, -send/J
Koy, = 51 @y = Koy €080 v, = Ky, -c0s0/J,,

=J,, o, =K, -senf L@

o1y 1o

Dado que @,, =0 el angulo @ =cte y el cuerpo se mantiene en precesion ((*)
Ver nota en pagina 85) estable alrededor del eje “z" (ver angulos de Euler).

z

N
Ko
zl
' / / \
xﬂu'

W

Como la expresion de  es @=w, -, + o, -ki esta esta contenida en el plano
X,Y; =12z, y el angulo » que forma con el eje z, se puede obtener mediante

w J
tgy = —L =2 .tgf =cte ya que lo son Jaidy, ¥y 0 luego » es constante.
71 Y1

Podemos descomponer a @ entonces en la suma de dos vectores, uno fijo en el
espacio, sobre el eje “z ” (precesion) (a)p) y otro solidario con el solido de direccion

“z,” (spin) (@, ), ambos de médulo constante por serlo 6y .
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El movimiento del sélido podemos reducirlo como se vio en cinematica al estudiar
composicion de rotaciones axiales concurrentes, al movimiento de rodadura sin
resbalamiento de un cono “poloide” solidario con el cuerpo, de eje z, y angulo de

cono y, sobre otro cono "herpoloide” fijo en el espacio, de eje z y angulo de cono
@ -y, de tal manera que en cada instante la generatriz de contacto corresponde al

vector o .
Si J,, <J,, elipsoide alargado, y <& y el vector @ se encuentra dentro del angulo

z0,z; ; los conos son tangentes externamente, la precesion es directa.
Si J,, > Jy, elipsoide achatado, » > @ vy el vector @ esta fuera del angulo z0,z,; el

cono fijo esta dentro del cono del cuerpo, la precesion es retrograda.

Si el cuerpo se hace rotar alrededor de un eje principal de inercia @ y K tienen la
misma orientacion y el cuerpo permanece rotando alrededor de ese eje.

-

L

Elipsoids slargado Rlipmsoids achateds
Pracesin &irects Frecesidn retrdgrada

3) Elipsoide de inercia es de tres ejes diferentes
Las ecuaciones de Euler:
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Tienen como soluciones particulares:

w,, = Cte wy, =0y =0
w,, =Cte Wy =, =0
w,, =Cte Wyy =y, =0

Que corresponden a rotaciones uniformes alrededor de uno cualquiera de los ejes
principales de inercia relativos a 0, (rotacion permanente).
Para otras soluciones ver descripcion de Poinsot del movimiento por inercia.

(*) Cuando se adopta un sistema de referencia solidario con el cuerpo como el
que se definié en Cinematica del Rigido y que vinimos utilizando en Dinamica
del Solido, la velocidad angular de arrastre de la terna mdvil es idénticamente
igual a la velocidad angular del cuerpo.

Sin embargo hay muchas aplicaciones donde es conveniente usar un sistema de
referencia que no esté realmente fijo al cuerpo y aunque este rota respecto al
sistema se mantengan constantes los momentos y productos de inercia del cuerpo
respecto a los mismos.

Tal es el caso de un solido de estructura giroscépica, por ejemplo, cuando se a-
dopta un sistema de referencia mévil de tal manera que el eje de revolucion del
solido coincida con uno de los ejes del sistema; la velocidad de spin sera velo-
cidad relativa del solido respecto al eje mdvil y la velocidad de arrastre del
sistema mdvil no coincide con la velocidad angular del cuerpo.

EXPRESION DE LA ENERGIA CINETICA EN PUNCION DE Q y K

La expresion de Q para un solido es:

Q=3 V=3 m o+ wa(R-0)]=3m Vo + Y m wn(R-0,)
1 1 1 1

- Vv .
Multiplicando escalarmente por % se tiene:

6XV01 _ M\7§1
2 2

n

+%Zmi~g)/\(Pi—Ol)x\701
1

La expresion de Ko es:

Kou=2m, 1 A0, -R)=2m Vou 03 -R)s 2 fon (B -0 0, -R)
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_zm Vo A(0,-P)+ Zm (P.-0,) [5/\(3—01)]

Que multiplicada escalarmente por % da:

— _ ] - n B )
Kolzxa)zlzmi - xV oy /\(Ol—Pi)-I-%Zmi COX(PI _01)/\[60/\(Pi _01)]
1

:_Zm a)/\ )><V01+ Zm [60/\ P - 01] [a)/\ P - Ol)]

Sumando las expresiones obtenidas y teniendo en cuenta que:

1

n 1 - o
Zmi (P -0,)=M(G-0,)y Ezmi '[a)/\(Pi —01)] :EJ” o’
1 1

Se tiene:

_QxVol+;Kolxw—%MVol+MVolxa)/\(G 0,)+ Zm Jlon(r-0)f

=%M\7§1+%Jw-a)2+M\701><5/\(G—01)= E,

Que es la expresion de la energia cinética de un sélido encontrada anteriormente.
Luego:

1= = 1= -
EC:EQXVOJ_-FEKolX(O
Si 0, es fijo E, :%Rmxz)

Si @=0 es E, =%6x\701

ELIPSOIDES DE INERCIA, ENERGETICO Y DEL "DRALL",

Referido a los ejes principales de inercia X,;Y,;Z, €l elipsoide de inercia tiene por
expresion: J,o-x*+3, - y?+3,4-22 =1

. . 1
Siendo sus semiejes: a, = |[— b= [—; ¢, = |[—
1 1 1
‘]XO Yo
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En el caso de una rotacion alrededor de un punto fijo 0, la energia cinética esta dada
1

. 1 2 2 1 2 1 2
por: ECZE.J(O.(O :E-waox +E'Jy'(l)y+§'Jz'a)z
Dividiendo miembro a miembro por E_ se tiene:

I:Jx.f-i- y. 2_|_JZ. 2
2E 2E

c

Que es también la ecuacion de un elipsoide, el "ELIPSOIDE ENERGETICO", cuyos

semiejes son: a, = 2EC; b, = 2EC; C, = /2E°
JX ‘Jy JZ

Si se mantiene constante la energia cinética, el elipsoide energético representa el
lugar geométrico de los extremos libres del vector rotacién  cuando se hace variar
el eje de rotacion que pasa por 0, .

Multiplicando cada término del elipsoide energético sucesivamente por:

Ix. Iy 3y
3,3,'3,
‘]xz'wf Jyz.a)i ‘]zz’a)z2

T2E.-J, 2E.-J, 2E.-J,
Siendo: K, =3, oK, =J,-0,K, =], o,

2 K 2 2
Se tiene: | = Ky +—r 4 K,
2E.-J, 2E.-J, 2E-J,

“ELIPSOIDE DEL DRALL”, cuyos semiejes valen:

a; =+/2E.-J,; by=,/2E.-J,; c3=42E,-J,

que es la ecuacion de otro elipsoide,
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Y que al igual que antes, cuando E, =cte, representa el lugar geométrico de los

extremos libres de los vectores Rol cuando varia el eje de rotacion.

Relaciones entre los tres elipsoides

Si se hallan las relaciones entre los semiejes homélogos de los elipsoides de inercia y

energético se tiene:
o A1 b e,

a, \/ZE% :\/ZEC b, ¢,
X

Luego el elipsoide de inercia y el energético son semejantes.

Los planos tangentes a los dos elipsoides en los puntos homdlogos son paralelos.
Haciendo el producto de los semiejes homologos de los elipsoides energético y del
Drall o bien del de inercia y el del Drall se obtiene:

8.28.3: ZJEC 1'2EC'JX:2EC:b2'b3:C2C3:Cte
v X

a-ag = /JL-JZEC-JX =J2E, =D, by =c, ¢, =cte
X

En ambos casos los productos resultan constantes; esto es, el semieje mayor de uno
de ellos corresponde el semieje menor del otro y reciprocamente.
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4 | Wy
N \

Relacidn entre los vectores Ko, Y @

Supongamos que el origen de coordenadas mdviles coincide con el centro de
gravedad del cuerpo y que los ejes de referencia sean los principales de inercia en
dicho punto.

Estudiaremos como varia  al variar Ko al variar o.

Kon=2m [0 (R -0 0 -R)= Xmi (R -0)a o (-0,

Koy :Z::mi --(R-0,) _imi (R —01)'[5X(Pi _01)]

Diferenciando:

. n _ n _
dKor =3 m-do- (R =0,f = m;-(R ~0,)-[dox (P ~0,)]
1 1
Multiplicando escalarmente por @

dmx;:imi (P —Ol)ZdZ)xZ)—Z::mi [dwx(P -0, [P -0,)xa)

Si se multiplica Ko, escalarmente por d
Kolxda):Zmi (P —Ol)za)xda)—Zmi -[da)x(Pi —Ol)Ia)x(Pi —Ol)]
1 1

Expresion que resulta idéntica a la anterior, luego:
dKoxw=Kyxdw

Si la variacion de o (dg)) se efectya en el plano tangente al elipsoide energético, lo

que se verifica para E, =cte, siendo E, :%Rol X

dE, =2 (Kouxdo+oxdKoy) =0
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Debe ser: Koy xdw=0Yy @xdKo =0
Luego Ko; es perpendicular al plano tangente al elipsoide energético en el extremo
libre de .

£

M}ns. amy?p‘ao
i s, el Draldl

Analogamente ® es perpendicular al plano tangente al elipsoide del Drall.

DESCRIPCION DE POINSSOT DEL MOVIMIENTO POR INERCIA

Se vio que en el movimiento por inercia:
Ko =J, -0, -i_1+.]y oy -L—i—JZ ‘@, ki =cte

y como el solido tiene vinculos independientes del tiempo y no originan frotamiento,
el trabajo de las fuerzas exteriores es nulo.
Siendo dT =dE, la energia cinética es constante, que puede escribirse:

E :%Z)xRol — cte 0 bien E, :%Z)xﬁol-K

c
De donde:
— 2EC
Koy
Que expresa que la proyeccion de la rotacién @ sobre el eje del Drall se mantiene

constante.
Sea un solido con un punto fijo 0;; en el instante inicial su estado de velocidad este

wx K

dado por .
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Por el extremo libre del vector  se hace pasar el elipsoide energético; el vector Ko

es constante, el plano 7 normal a Ko, trazado por la punta de @ es tangente al
elipsoide.
Como la proyeccion de @ sobre Ko, (OlD) debe ser constante, el plano = es fijoy

como la punta de © debe pertenecer simultaneamente a = y al elipsoide, el
movimiento por inercia del sélido resulta ser el movimiento de rodadura sin

resbalamiento del elipsoide energético del cuerpo sobre el plano fijo 7 normal a Ko;

y situado a la distancia wxK .

En el caso de un elipsoide energético de revolucion, como corresponderia a un solido
de estructura giroscépica, las lineas de rodadura son todas circulares, perpendiculares
al eje de revolucion; también son circulos los caminos sobre el plano 7.

Si el elipsoide es de tres ejes, como lo que debe mantenerse constante es la

proyeccion de @ sobre K, las lineas de rodadura adoptan las formas de la figura.
Se puede observar qué la constancia de la energia cinética E, no implica

necesariamente la constancia de |a)| es decir @ cambia de eje y de mddulo

continuamente, esto nos permite esbozar nuevas soluciones a las particulares ya en-
contradas en el estudio del movimiento por inercia para un solido que tiene un e-

lipsoide de inercia de tres ejes, donde @ resultaba constante cuando el movimiento
se hacia sobre uno cualquiera de los ejes principales de inercia.

Notando que los caminos de rodadura se cruzan sobre el eje intermedio, una rotacion
alrededor de esto eje resulta inestable.
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MOVIMIENTO DE UN SOLIDO ALREDEDOR DE PUNTO FIJO

Hemos estudiado el movimiento por inercia, este es uno de los casos del movimiento
polar, es decir el movimiento alrededor de un punto fijo.

Este movimiento podemos materializarlo soportando al sélido mediante una doble
suspension cardanica, de tal manera que cualquiera que sea la orientacion que tome
el mismo en el espacio, un punto de él permanezca inamovible.

Un dispositivo de innegable interés practico que se mueve en tales condiciones es el
girdscopo.

GIROSCOPO

El GIROSCOPO es un solido en rotacion con un punto fijo y cuyo elipsoide de iner-
cia respecto a dicho punto fijo es de revolucion alrededor del eje de rotacion.

El plano perpendicular al mismo es el plano ecuatorial; si el punto fijo no coincide
con G se tiene el GIROSCOPO PESADO.

Propiedades del gir6scopo

Supongamos un disco homogéneo que puede girar alrededor de su baricentro
mediante una suspension cardanica como se indica en la figura, el conjunto
constituye lo que hemos definido como girdscopo.

zz2z,

Consideremos los siguientes estados:

1) El disco no gira. Al aplicar la fuerza P debido al momento que esta origina
respecto al punto fijo, el eje x, girara alrededor del eje y,
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2) Haciendo girar el disco con wr elevado, al aplicar P en el punto A, el eje
X, en vez de inclinarse, gira lateralmente alrededor de z, (precede); hay
arrastre de la terna movil.

La rotacién wa =wp hace girar el eje de Spin hacia el eje de momentos,

tendiendo a ponerlos paralelos, por eso esta propiedad se denomina
Tendencia al PARALELISMO.

3) Si se suprime P pero se aplica exteriormente una rotacion P :Z)p alrede-

dor del eje z, el eje x, se levanta hasta colocarse paralelo a @ - EFECTO
GIROSCOPICO, que es opuesto al momento de la fuerza necesaria para
producir una precesion igual a la rotacion que lo origina.

E (Efecto giroscopico) y P (paralelismo) estan en la relacion de accion y
reaccion.

Egtado 1

GIROSCOPO PESADO

El centro de gravedad del solido en rotacion no coincide con el punto fijo.
En tal caso, adoptando un sistema de ejes como el de la figura, se tiene:

Mol Z(d;OlJ + War /\Rol ZE/\(Ol—G)
1

Donde: Kol = 'Jxl O, -il + le * Wy k1
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Siendo: @, =cte y w,, = cte(estud. caso de precesion estable)
Es | Ko g
dt ),
oG, ke

YM01=Z)ar/\R01= 0 0 Wy :‘Jxl'a)r'a)ar'j

‘]xl'a)r 0 ‘]xl'a)ar
Que equivale a: Mo, = Jy -(Z)ar AZ)r) (momento de las fuerzas exteriores)
El opuesto J,, -(Z)r A @ar ):Eg es la Cupla Giroscopica.

Ejemplo:

La figura representa un molino plano, donde el rodillo de peso W rueda sobre la
solera accionando al eje vertical del mecanismo al que se le imprime la rotacion wa .

L4

fule

Xy

Se pretendo determinar la presion sobre la solera:
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S 3
P :Tﬂ.wa wr +W Jy=—"1%; o, = e (rodadura)
g r

W or’ r’ . w?
Reemplazando: P = — - @’ +W =W| 1+ -2
g
La presion sobre la solera se ve incrementada por el efecto giroscopico.

CASO DE PRECESION FIJA DISTINTA DE 90°

El angulo que forma el eje de Spin con el eje de precesion es un angulo cualquiera.
Se pretende determinar cuales son las condiciones que debe reunir el giréscopo para
que exista precesion estable, esto es ¢ =cte .

0=0

LD

Igual que antes el momento de las fuerzas exteriores es:

_ dK _ _
|\/|01=( Olj + war AKop
1

dt

_ _ K
Por ser wr = cte y N0S proponemos ma = cte es [d dtmj =0
1

a, en funcién de sus componentes sobre los ejes méviles es:
®a = m, -COS@-i1+ @, -seng-K1
Habiendo tomado el eje z; en el plano zx;
Kop=Jdyy @it +dy -0y - ji+ 3y -0y ki
@y, = W, + @, - COS @; @y, =0; @, = W, - SENQY
Koi = Jy, - (@ + @, -c0s9) i1+ 3, - (@, - seng)- ki
El momento de las fuerzas exteriores es entonces:
Mo = @a A Ko,= [JXl (o, + @, c0s@)-w, -senp—J . - @, -sengo-cosw]- i

= [J O, @ -SENQ+ I, -0, -senp-cosp—J,, - ®,° -semp-cosqo]-]l
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= [J w0, -0,-senp+(3,-3,) o’ -Sen¢-COS¢]-L

- Q.
=w, -, -SenQ- jl{JXl+(JXl—le)-a)—a-COS(p}

r

— - — 1)
Moi = wa A a){JXl +(3, - J21)~—3~c03(p}
a)l’
Que es la condicidn necesaria para que haya precesion fija.

1. Sidy,=J, M=, waror igualalcasode ¢=90°.

2. Siw >>m, Moz, @ ~ror aproxim. Igual al caso ¢ =90°.

MASA VARIABLE

De acuerdo con las ecuaciones de la dinamica, la derivada de la cantidad de movi-
miento respecto al tiempo es igual a la resultante de las fuerzas exteriores.
do — _ _
d—?z R Donde Q=m-v

Teniendo ahora un sistema en el cuél la masa varia

dQ _dv -dm
—=M—a+V—
dt dt dt

Es decir debemos considerar un término que tenga en cuenta la variacion de masa.
Consideremos el caso de un cohete de masa M que en un intervalo de tiempo At
pequefio expulsa en forma continua una masa AM de gas con una velocidad relativa

al cohete \7r(determinada por la combustién y demas condiciones de la tobera) en

direccion opuesta a la velocidad del cohete V , esta Ultima referida a un sistema en
reposo (esta es la velocidad de arrastre de la terna movil que suponemos no
rotatoria).
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La cantidad de movimiento antes de la expulsion es: Q, =MV
Donde M =M +M, es lamasa del cohete mas la masa de los gases.

Luego de un tiempo At desde el funcionamiento, la cantidad del movimiento del
sistema sera:

—  [(M-AMm )(\7+A\7) lo que queda en el cohete
9 _{ AMV +V.)  gas expelido

La variacion de la cantidad de movimiento entre los dos instantes es:

AQ=Q,-Q, =MV —AMV + MAV — AMAV +AMV +AMV ; —MV

Relacionandola con el tiempo y tomando limites para At — 0, se tiene:
dQ dv dM —

SR MoV,
dt dt = dt

Expresion que debe ser igual a cero si suponemos la inexistencia de fuerzas
exteriores.

B M —
wdV o am g oMY
dt a0 |G LM g
M dt

Que nos da la aceleracion actuante sobre el cohete.
Considerando un cohete que asciende verticalmente con una velocidad inicial V, y

la Unica fuerza exterior en el peso, se tendra:
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Y
Qv dam
dt dt dt
sl
4

Como todos los vectores actian sobre una misma recta vertical podemos trabajar con
sus modulos. Luego:

M dt "
Llamando m, la masa de gases quemados por segundo (caudal masico), la masa del

cohete para un instante t sera M, =M; —m, -t.. M; = masa inicial.

Derivando respecto al tiempo dd_'\t/l =—m, con lo que resulta:

a=-g +%-Vr -.m, -V, =E, se denomina EMPUJE (fuerza).
Luego:
m 'Vr
a=—-g+——
M, —m, -t

Expresion que nos da el valor de la aceleracion entre t, y t, (tiempo de quemado);
para t>t, = a=-g (movimiento de tiro libre: el empuje resulta igual a cero y la

masa es constante).

Si E=m,-V, >M -g el cohete puede partir del reposo y V, puede ser igual a cero.
A pesar de ser E =cte, la aceleracion crece con el tiempo (por disminucion de |
masa).

De la expresion de la aceleracion, integrando, podemos obtener la velocidad en
funcién del tiempo:

t t
m, - dt M.
Vo=V, -0 -t+V — =V -g-t+V {—ln{—'—tﬂ =
(t) 0 r 0 r
t !M m, -t

[ 0 0 0
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M,/
Viy =Vo - @ .t+v{|n&_|n{&_tﬂ LV, —getaV In—2LM _

M, My

V(t) :VO—g't+Vrln+

_0 .
1 A t

(M -g:mo-tq)

1
1-M 'g/Mi
La velocidad aumenta logaritmicamente hasta el valor méaximo.

La velocidad final serd tanto mayor a medida que %—)1 (0,95 en cohetes

M-g

My

Para el tiempo de quemado: t, =

La velocidad maxima sera: V., =V, —g-t+V, In

grandes); también se puede aumentar aumentando V, .

Los graficos siguientes muestran la variacion de la masa y la aceleracién en funcion
del tiempo.

JLH&) _ l ag

Hi

] LW ’ k- S

ta | : I-o t

Cohete de dos etapas

La velocidad final alcanzada por el cohete puede aumentarse dividiendo e este en
varias etapas. Compararemos dos cohetes, de una y dos etapas respectivamente y de
iguales masas.
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Pos stapas

/\ Una etape

lg- masa de los giges

K = masa ganes etapa 2

!c » naga aobate etapa 2
2

lon mana del cohstie lsl- mhsa gassr siapa 1

M = masa ochots stapa 1
]

N . ./

Para hacer comparativos los resultados de ambos casos, consideremos que se
cumplen las siguientes condiciones:

M, =Mg+M_,=Mg, +M_, +Mg, + M,
M-g=M-g,+M-g,; M, =M, +M,
M'gzM'gle'gz

M. M M

i i1

i2

Suponiendo ademas que m, y V, es la misma en ambos cohetes.
Al final de la primera etapa, en el tiempo do quemado t,, antes de desprenderse la
seccion 1 del cohete, M -g, =0

M,+M_,+M-¢g, =M, +M-g,+M_,+M-g, —m, -t

a1
. M-g, . . o . .
Siendo t, =—— se tiene como velocidad maxima al final de la primera etapa:

mO
1
1—'\"'%_

Vo, =Vo =gt +V,In

: . : M -
La velocidad al final de la segunda etapa, con un tiempo de quemado t, = 92
mO
es:
1 1
Vq2=Vo—9‘(tq1+tq2)+Vr In Mg +In Mg
1— 1 1— 2
A i1 %/I i2
La velocidad final para el cohete de una etapa seria:
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1 ty, 1, =1
V=V,-g-t, +V, InT.'. y
1- %i M-g, =M-g
Miz M,

La diferencia entre las velocidades finales del cohete de dos etapas y una etapa seré:

_ 1
M-g

Expresion que nos da el incremento de velocidad final del cohete de dos etapas en
relacion con el de una sola etapa.

La razon fisica de la ganancia de velocidad reside en el hecho que en un cohete de
varias etapas se van desprendiendo durante el vuelo las masas inertes de las carcasas
gue contenian el combustible utilizado, disminuyendo asi la masa que debe ser
acelerada por las etapas siguientes.

V, -V =V,-In
2
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BOLILLAN®9

DINAMICA Y VIBRACIONES

e VIBRACIONES LINEALES Y TORSIONALES CON UNO Y DOS
GRADOS DE LIBERTAD; MODOS DE VIBRAR; DETERMINACION DE
LOS NODOS.

e VIBRACIONES DE FLEXION EN EJES; DETERMINACION DE LA

VELOCIDAD CRITICA; DUNKERLEY; METODO DE LOS NUMEROS
DE INFLUENCIA.
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VIBRACIONES LINEALES CON DOS GRADOQOS DE LIBERTAD

En el dispositivo de la figura las masas pueden moverse independientemente una con
respecto a la otra, existen dos grados de libertad.

L y2709747/4
=4 <.
A DREE S
L
— “"'.ﬂ?g_‘ - *h - :”;‘_::E__lﬁl“ ;";ﬂ;:'"
T /fz - ///5}/

El desplazamiento relativo entre las dos masas vibrantes permite establecer el
estado de tension del resorte que las vincula.
Desplazando m, en x;; m, experimenta un desplazamiento x, pudiéndose

establecer que: | =1-x, +Xx,
Al=1-1"=1=(1=% +X,)=% — X,

Considerando a cada una de las masas como cuerpo libre, se pueden establecer las
ecuaciones diferenciales del movimiento de las mismas.

d?x
lk.il _ml.Tzl—kl-xl—ks(xl—Xz)=0
m, d’x
f{? G -%y) ™ dt21+k1 X + ks (% —%,)=0
3\~

d’x
l-m.‘ﬁ'. ml'TQl+(kl+k3)'Xl_k3'X2:O
Qéz
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d?x,
m, m, =5 +ky (%, =%, )=k, -x, =0
1{43)‘ d?x
d%n_ mz-dT;—ks-xl+(k2+k3)-x2:0
|7 2

Suponiendo que el movimiento es periddico y esta compuesto por movimientos
armonicos de varias frecuencias y amplitudes, una de esas componentes puede ser:

X =X, -Cosw-t
X, =X, -CosSw-t

De donde:

d*x
Tzl:—xl-coz-cosa)-t

d’x,
dt?

=-X, -@"-cosw-t

Que remplazados en las ecuaciones diferenciales halladas dan:
[-m, - X, - @ +(k +K,)- X, —k, - X, |-cose-t =0
[Fm, X, @? =k, - X, +(k, +k;)- X,]-cosw-t =0

Para que estas expresiones se cumplan para cualquier valor de t, deben ser cero los
corchetes:

Xl[_ml'a)2+(k1+k3)]_k3'xz =0
X,[-m, - @? + (K, +k,)|-k, - X, =0

De donde:
X, Ky X, —-m,-o®+(K, +k;)

X, —-m-o®+(Kk +k;) X, Ky

Las relaciones de amplitudes deben ser iguales

2
K, _ M0 + (K, k)
—m, - +(k, +Kk;) K,
Operando se llega a:
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a)4_a)2'ml'(kz"'ks)"‘mz'(k1+k3)+k1'k2+k1'k3+k2'k3 _
m, -m, m, -m,

0

Ecuacion cuadratica en @’ que es la ECUACION DE LA FRECUENCIA DEL
SISTEMA.

Resolviéndola da dos valores para o

2 =k1+k3+kz+k3i k1+k3+k2+k3 Z_kl‘k2+k1‘k3+k2'k3
Y2 2m 2m, 2m,  2m, m, -m,

Ejemplo

Supongamos: k; =k, =k y m;=m, =m

" _k+k3+\/(k+k3j2_k2+2.k.k3

1,2 -

m m
o2 oKtk Ky k+2-k
! m m m
) k+k3_§:£
2 m m m

Remplazando en: para la frecuencia mayor

L: 2k3 = k3 =—1 (A)
X, —-m-o+(k+ky) —k-2-k;+k+k,

Y para la frecuencia menor.

L:—kfﬂ =1 (B)
X, —k+k+k;

Ambos son los MODOS DE VIBRAR. El caso (A) significa que las dos masas
recorren el mismo espacio pero en sentido opuesto, los desplazamientos son
simeétricos y el punto medio del resorte central (resorte de acoplamiento) puede
considerarse como fijo (NODO); actian como dos sistemas independientes con un
grado de libertad cada uno, vinculados a tierra con resortes de constantes:

k+2-k, (Ver acoplamiento de resortes en paralelo).

En el caso (B) las dos masas se mueven al mismo tiempo con la misma amplitud y el

resorte del medio nunca se encuentra comprimido ni extendido, luego no recibe
efecto alguno del movimiento.
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Esto nos dice que si desplazamos ambas masas igual valor pero en sentido opuesto y
las libramos, vibraran con un movimiento armonico simple de pulsacion ;.

X, =A-cosm, -t
X,=-A-cosw, -t=A-cos(w -t+7) Caso(A)

Si desplazamos ambas masas igual valor en la misma direccion y las libramos, vi-
braran con otro movimiento armonico simple de pulsacion @,

X, =B-cosw, -t
X,=B-cosm,-t Caso(B)

Aqui las oscilaciones se encuentran en fase.

Para un sistema de masas cualesquiera y resortes de diferentes constantes k, las
oscilaciones de cada masa seran la composicion de dos movimientos armoénicos de
diferente pulsacion y fase:

X, =A ~cos(a)1 ~t+(p1')+ B, ~cos(a)2 -t+go'2)
X, =A, ~cos(oo1 ~t+(/)1")+ B, .cos(a)z -t+g0;)

Donde las constantes A;A,;B,;B,;¢;0,;¢,;p, deben determinarse en base a las

condiciones iniciales del movimiento.
El movimiento resultante de cada masa es un movimiento periodico (no arménico)
como el estudiado en cinematica en composicién de movimientos arménicos sobre
un mismo eje, de frecuencias distintas.

VIBRACIONES TORSIONALES

Supongamos un disco sustentado por una barra elastica como indica la figura:
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Si se aplica al disco una torsion M, produciremos un desplazamiento angular &, que

si nos mantenemos dentro del limite elastico del material de la barra, esta vinculado
con el momento torsor por la ley de Hooke.

M, =k, -0

d*-G

., T . o .
Donde k; es la constante de torsion de la barra (k, =———— para barra cilindrica

32:1
con G =Maodulo elastico de torsion del material de la barra).
Si después do desplazar en @ al disco desde su posicion de equilibrio, lo liberamos,
este comenzara a oscilar con una ley equivalente a la vista en vibraciones lineales:
d?e
J F = _kl . 9

Donde J es el momento de inercia del disco respecto al eje de rotacion.

2 2
De la anterior: J -d—f+kl-9:0; d 2‘9+ﬁ:o
dt dat® J
2
Y haciendo: %:p2 ztf+p2-¢9:0

Que es la ecuacion caracteristica del movimiento oscilatorio armonico.
Si tuvieramos un amortiguamiento viscoso proporcional a la velocidad:

2
J-d—f+k2-d—9+k1-e=o
dt dt
d’e do
+2:Cc—+p°-0=0
dt? a ©

Y si tuviéramos ademas una carga perturbadora (en este caso en forma de momento
torsor):

2
d f+2-c-%+p2-ezu-cosa)-t
dt dt J

Ecuaciones idénticas a las establecidas para vibraciones lineales que se resuelven y
discuten en la misma forma.

VIBRACIONES TORSIONALES CON DOS GRADOS DE LIBERTAD

Consideremos el sistema de la figura:
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Si aplicamos al disco de momento de inercia J, un momento torsor N, que le
produce un desplazamiento angular &, por la vinculacion elastica el disco de

momento de inercia J, girara un angulo 6,.

Si en estas condiciones dejamos libre al sistema, los discos comenzaran a vibrar. Las
ecuaciones del movimiento las obtenemos considerando a cada disco como cuerpo
libre.

Disco 1

Los momentos restauradores de la posicion de equilibrio son: k; -6, para el tramo de
eje de constante k, y k,-(6, —8,) para el tramo entro discos.
Aplicando D" Alembert se tiene:
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d20,
‘]l'F+kl.€l+k3'(91_62):0
d?e
Jl'Tzl+(kl+k3)'91_k3 '92 :0

Disco 2

Azé d?é.
,' /Q\ ? _‘]2' d22:k2-92—k3-(l91—l92)
[P

J, dd6? +(k, +k;)-0,-Kk,-0,=0

|
\

AN

Supongamos que el movimiento es periddico y estd compuesto por movimientos
armonicos de varias frecuencias y amplitudes. Luego una de esas componentes puede
ser:

_1=_91.a)2 .COSw-t
, lo que nos da dt’
d’e

sz—ﬁz-a)z-cosa}-t

0, =06, -cosw-t
0,=0, cos w-t

Que remplazado en las ecuaciones obtenidas:

[-3,-0,-0% + (k, +k,)-6, -k, -0, ] cosw-t =0
[-3,-0, -0 +(k, +k,)-0, -k, -0 ] cosew-t =0

Para que estas expresiones se cumplan para cualquier valor de t deben ser cero los
corchetes:

O, k
O --3, - 0* +(k, +ky)—k,-O0,|=0= Z = 3
1[ 1@ (1 3) 3 2] :92 Jl-a)2+(kl+k3)
91 ~J, - +(k, +k;)

92 K

0,3, 0% +(k,+k,)—k;-0]=0=

Igualando y operando se llega a:
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w4_w2.Jl'(k2+k3)+‘]2'(k1+k3)+kl'k2+k1'k3+k2'k3 —
Ji-J; Ji-J;

0

Que es la ecuacion de la frecuencia del sistema; resolviéndola nos da dos valores
para o*:

2 :k1+k3+kz+k3i k1+k3+k2+k3 Z_kl-k2+kl-k3+k2-k3
Y2, 2J, 2J, 2J, J; - J,

Ejemplo:
Supongamos: k, =k, =k J,=J,=1
2 2
wlfzzk+k3i k+k3+k2+k3 _k +2-2k-k3
J J 27, J
J J J

o _K+ks kK

SN I RN
Que nos da:
b, ks

—k= =-1, para la frecuencia mayor, los discos giran con
0 _; -(k+J2k3)+(k+k3)

igual amplitud pero en sentido contrario.

La seccion media del eje central permanece estatica (nodo).

6, k : : . .
L= 3% -1, para la frecuencia menor, los dos discos giran con igual
0, -k+k+k,

amplitud en el mismo sentido; el tramo intermedio del eje no sufre deformacion.

Ejemplo:
Si se supone k, =k, =0 J,#J,
2
w, = TS (. TR
2), 2], 2), 2],
o Ko K k(3 +y)
‘]1 ‘]2 ‘]l‘]2

2 _
w, =0

Remplazando la frecuencia mayor en la expresion que nos da la relacién de
amplitudes.

0_ sk,
O, -J,k,—J,k;+J,-ky I,
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Los discos vibran en sentido opuesto con amplitudes inversamente proporcionales a
los momentos de inercia de los discos.

Hay una seccion del arbol que no sufre torsion alguna, es el NODO 6 PUNTO
NODAL.

Ubicacion del NODO

6,
Jz
" NODD
J
] \\
6‘._.-
- — p—— '—[--— s ]
L 6 J
L=z - | +],=I
2 2 ‘]1
J J J J
L =] - 22—(1=])22=].22_| .22
1 2 Jl ( 1) . \]l 1 .
l, (1+ﬁj=l-‘]—2. I1=I-ﬁ~ J;
‘]1 ‘]1 ‘]1 ‘J1+‘]2
I, =1 I y |2:|.L
J, +1J, J, +1J,

Como conclusion final podemos establecer, igual que se hizo para vibraciones
lineales con dos grados de libertad, que para un sistema compuesto por discos de
distinto momento de inercia, vinculados por tramos de ejes de diferente constante
elastica, las oscilaciones de cada disco sera la composicion de dos movimientos
armonicos de diferente pulsacion y fase, en los cuales las constantes de las
respectivas ecuaciones de movimiento deben ser establecidas en funcién de las
condiciones iniciales del movimiento.

En el dispositivo demostrador de vibraciones torsionales con dos grados de libertad
se pueden visualizar la dos formas de vibrar, que corresponden a las dos pulsaciones
propias del sistema.

Torciendo uno de los volantes un cierto &ngulo (27 por ejemplo) en un sentido y
haciendo lo propio con el otro volante en sentido contrario, si se los suelta
simultaneamente se vera oscilar a cada uno de los volantes a un lado y otro de la
posicion de equilibrio y el movimiento lo haran en sentido contrario, notandose que
un punto marcado al centro del arbol intermedio queda inmdvil, es el NODO del
movimiento. Esta es una de las maneras de vibrar y es la que corresponde a la
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frecuencia mayor, por ende el periodo sera el menor, su valor se puede determinar
con un cronémetro.

Si se tuercen ahora los dos volantes en un mismo sentido y un mismo angulo y se li-
beran, los volantes y el tramo central del &rbol oscilaran alrededor de la posicion de
equilibrio como si se tratara de un unico cuerpo rigido; es la otra manera de vibrar y
corresponde a la frecuencia menor, cuyo periodo mayor puede también ser medido
con cronémetro.

Si se tuercen los volantes diferentes &ngulos y se los libera, cada uno de ellos oscilara
con una combinacion de dos movimientos armaénicos correspondientes a cada una de
las frecuencias anteriores y cuyos otros parametros dependeran de las condiciones
iniciales del movimiento.

Determinar:

1) Periodo y pulsacién para cada una de las
maneras de vibrar.

2) Constante de torsion del arbol.

3) Momento de inercia de cada masa y GD.

4) Ecuacion del movimiento de cada uno de
los volantes cuando al (1) se lo retuerce

6, = 3% , manteniendo fijo al volante (2)

6, =0 y se los libera simultaneamente.

5) Periodo del movimiento resultante.

6) Representacion grafica de las oscilaciones
de cada volante.

Si un arbol flexible soporta en un punto cualquiera una polea de peso G cuyo centro
de gravedad dista e[cm] del eje del arbol, cuando este gira con velocidad angular o,

la fuerza centrifuga F, producira una flecha “y ”.

= AL
= T — I‘--—_is-
1 el
k
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Si k, es la constante elastica del arbol:

2

k
Fo=m-o®-(yre)=k -y .o’ (yre)=—y=p"-y
o’ y+w®-e=p’-y

wz'e:y.(pz_wz)
De donde:

Recordando que pz\/% es la pulsacion propia del eje (no amortiguado). Si
w=p , Y=o yhabraresonancia.

Grafiqguemos "y" y r=y+e en funcion de @
Yo

Para w=0=y=0ypara o=p=y=w.
Cuando w >0 =y—>e.
Cuando @ — p con valores decrecientes y — —oo.
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. w
Se observa que superado el valor de resonancia — =1 para valores de o lo
Y2

crecientes y >—-e y r—>0.
El eje se centra automaticamente.

VELOCIDADES CRITICAS

La pulsacion propia del sistema es: p = \/E
m

Si f es la flecha estatica del eje debida a la carga G sera f :k9 k, =

1
Siendo G=m-g es m=% y p=\/§.

La resonancia se produce cuando p = en este caso w es la pulsacion critica 'y su

valor sera @, =\/$ (f[cm])

. : : : 1
Si se quiere expresar en revoluciones por minuto (r.p.m.) n, ;3OO-W. Cuando
existen varias poleas montadas sobre un mismo eje, el nimero de revoluciones
criticas puede calcularse mediante la formula de Dunkerley:

G
-

1 1 1 . 1 1
—5=—5+—F+.. 0 bien —=—+—"+..
o o ne

Donde ,;,;etc., son las velocidades criticas del arbol supuesto sin masa cargado
separadamente por las poleas 1;2;etc..

Los valores dados por la formula de Dunkerley estan aproximadamente un 4% por
debajo de los reales.

La velocidad critica de un eje que no soporta carga excepto su propio peso puede
determinarse aplicando la formula anterior considerandolo constituido por un
determinado nimero de rodajas de masa conocida.

Para arboles lisos sin carga con y =7,8 Kg/dm3 y E =2.100.000 Kg/cm2 se tiene:

Arbol apoyado .y A n, =1.225x10’ %2
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Arbol empotrado = = n, =2.777x10’ %2
dlem] ; I[cm]

VIBRACIONES DE FLEXION EN EJES CON VARIOS GRADOS DE
LIBERTAD

Emplearemos el procedimiento de los nimeros de influencia.
Numero de influencia es la deformacion que experimenta un eje en una determinada
seccion (1) cuando se carga con una fuerza de 1Kg en otra seccién (2); este numero

lo designamos con «,, Y significa la deformacion de la seccién (1) cuando se carga
la seccién (2) con 1Kg ; este nimero de influencia se denomina cruzado; si la fuerza

actuara sobre la misma seccion considerada se denomina nimero de influencia
directo.

Los dos numeros de influencia cruzados que se pueden establecer entre dos secciones
a,, Y a,, deacuerdo con el teorema de reciprocidad de Maxwell son iguales.

Supongamos un eje que sustenta 3 poleas (3 grados de libertad)
M

S
L5E A

Sean x;X,;X; las deformaciones en cada seccion en la condicion de maxima
deformacion del eje.

d?x, . d*x, d’x
dt®> * dt* ' dt?
% 4%,
de? "t dt2 T dt?
tal forma, las deformaciones y las fuerzas estan relacionadas de la siguiente manera:

Cada masa tendra una aceleracion que vale %y las fuerzas de inercia

que cada una de ellas ejercen sobro el eje son —m, - de

d?x, d?x, d?x,
X :_all‘mfF_alz'mz qt? Ay - My - qt?
d?x d?x d ?x
(1) X, == - My 'Tzl_azz M, dt22 Oy My - dtz3
2 2 2
X3 = =04 - My d_)z(l — Qg -1, d )22 gz - My d )2(3
dt dt dt

El sistema de tres ecuaciones diferenciales permite determinar los desplazamientos
X;i Xy 5 Xy
Considerando como soluciones particulares para:
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X, =X, -senw-t
X, =X, -senw-t
Xy = X5 -Senw-t
Resulta:
d*x
L=-X, o’ -senow-t
t
d’x
Z=-X, o’ senw-t
a
d“x
2 =-X, -0’ -senow-t
dt

Valores que reemplazados en el sistema (1) da:

X,-sene-t=(c, - X, M -0 +a,- X, M, -0 + a5 - Xy -My -0 )-SeNeo-t
X,-sen@-t=(cy - X, My -0 +ay - X, M, -0 +aty - Xy My - 0°)-sEN0 -t
X, -Sena)-t=(a31~X1-m1-a)2 g, - X, M, @’ +a33-X3-m3-a)2)-Sena)-t

2

ocll-ml—a)—)-Xl+0512-m2-X2+0513-m3-X3 =0

1
(2) (a21~m1—;j~xl+a22-mz-X2+a23-m3-X3 =0
(aSI'ml_

1
;)'X1+0{32'm2'xz +0{33'm3'X3:O

Para que el sistema tenga solucion, los coeficientes de x;;x,; X, deben cumplir con la
condicion:

m o, —— m, -a,, My -y,
(4]
m, -ay m, -y —— my-a, |=0
(0]
1
m, -ag m, - as, My - Qg3 — e

Haciendo iz =t y desarrollando:
a

(m,-ayy _t)'[(mz Uy _t)'(ms "Ug3 ~t)—(m, Qg My '0‘23)]+
+ My oty - [(My - @y - My -0 ) =My -0y (M - gy — )]+
+ My -y '[(ml “Uy My 'aaz)_ml 'asl(mz Uy _t)]: 0
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Obtenemos una ecuacion de tercer grado (1 grado por grado de libertad) del tipo
a-t*+b-t*+c-t+d=0.

Que resuelta nos da tres valores para t que nos permiten determinar las tres
velocidades criticas del sistema:

PSRN 22
N
0= = n, =0
B S 7

MODOS DE VIBRAR
De las ecuaciones (2) multiplicando la primera por «,, y la segunda por «;, y

restando miembro a miembro se tiene:

1
azs'(an‘ml_; XKy Qg @y My - Xy + gty -My - X3 =0

1
a13'(a21‘m1_; XKy Qg Oy My Xy + a3y My - Xy =0

1 1
Xl'[(a%'all_al3'a21)'m1_a23'? + X, (a23'a12_a13'aZZ)'mZ_alS'F =0

X (azs "y — Qg 'azz)'mz T
1 _ [0)
1

(“23 "0y — O3 'a21)' M, — s e

De la misma manera se puede establecer la relacion entre X, y X, expresiones en

las que reemplazando loe valores de los @ obtenidos se pueden visualizar los
diferentes modos de vibrar.

uy o, iy

A ANAN

wy i s “J_'-I oty

Ejemplo:

Determinar las velocidades angulares criticas para el sistema con tres grados de
libertad del esquema siguiente.
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—
| M |
B

Seo S0 S e ne}
Zavo :

—1—]|

e £00

Las masas de las poleas 1 y 3, m, =m, son equivalentes al peso de 10 Kg.
La masa de la polea 2, m, es equivalente al peso de 20 Kg.

El eje es de acero de ¢ =5cm lo que da | =30cm*, E = 2.100.000

Para el calculo de los numeros de influencia utilizamos las expresiones obtenidas
(por ejemplo) del Tomo I, Pagina 136 del tratado Resistencia de Materiales de
Timoshenko:

P
& ! b_od
A ab
P.b-
X :L(I2 ~b? —x2) para x<a
6-1-E-1
3
X:P—bx(|2_b2_)(2)+m para X>a
6-1-E-1 6-1-E-1
En las que reemplazando valores se tiene:
a, =a, =1,48x107°
Q, = Oy = Oy = 0lyy =1,81x107°
ay, = oy =115%x107°
o,y =2,64x107°
2 2
Siendo m, :Q()]_Kgﬂ ym,= QOZM
cm cm
Podemaos establecer el siguiente determinante:
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148—t 3,62 115
181 528-t 181 |=0 donde t= iz-lo5
115 362 148-—t @

Que desarrollado nos da la siguiente ecuacion de tercer grado:
~t*+8,24-t*-3,39-t+0,28=0
La que resuelta da tres valores para t:
t, =7,81056 t,=0,31598 t,=0,11345
Que permiten calcular las tres velocidades angulares criticas del sistema:

0, =113155- J( . @, =546,436- %eg 0, =939.06- 1.

O bien:
n,=1.081-rpm 5.38314-rpm @, =8.9719-rpm
Si se establecen las relaciones entre las semiamplitudes maximas del movimiento de

las masas para las diferentes velocidades angulares calculadas o bien los diferentes
valores de t, se pueden determinar los diferentes modos de vibrar.

t1 t2 t3
Xy /% 1,43 -0,03* -0,64
/%, 1 1 1

(*) Este valor debid dar 0 (cero), de cualquier manera es bastante aproximado.
Aplicando la formula de Dunkerley la velocidad critica de primer orden vale:

L ¥F |
f _M .A-—a—-l-z—é_jn'

C 3.E-I-I

f, =0,015-cm f,=0,053-cm f,=0,015-cm

Ny = 300 _ 300 =1.041-rpm
\/z f 4/0,083
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Como esta velocidad asi calculada es un 4% inferior a la normal:
n, =1.041x1,04=1.082-rpm, que coincide con el valor calculado por el método

anterior.

Ejercicio N ° 7:

Utilizando conceptualmente la formula de Dunkerley, determinar la velocidad critica
de primer orden de un eje que no soporta carga excepto su propio peso. El eje esta
montado sobre cojinetes a bolillas, es de acero, tiene diametro “d ” constante y la
distancia entre apoyos es “1”.

Como ejemplo numérico hacer el calculo para d = N[cm] |=20A[cm]

Ejercicio N ° 8

El mismo anterior montado sobre bujes.

EjercicioN ° 9

Determinar las velocidades angulares criticas por flexion para el sistema con dos
grados de libertad del esquema siguiente.

Comeparar el valor obtenido para la velocidad de primer orden con la que se puede
calcular por Dunkerley.

Esquematizar las diferentes formas de vibrar.

300 o fon

mater.=acero

| |
H - eje #=50+N[cm]
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BOLILLAN®10

PERCUSIONES

e PERCUSION EN UN SOLIDO CON EJE FIO; ANULACION DE
REACCIONES PERCUTIVAS; CENTRO DE PERCUSION.

TEMAS AGREGADOS:

e CHOQUE; CHOQUE ENTRE CUERPOS ELASTICOS, PLASTICOS Y
NATURALES; PERDIDA DE ENERGIA EN EL CHOQUE;
APLICACIONES,

e CHOQUE ENTRE CUERPOS QUE ROTAN.
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PERCUSION

Percusidn es una fuerza indefinidamente grande actuando en un intervalo de tiempo
indefinidamente pequefio, de tal modo que produzca una variacion finita en la
cantidad de movimiento de una masa m sobre la cual actla.

De la expresion:

Fe) :dd_?’ setiene F)-dt=dQ

Que establece que el IMPULSO de una fuerza es igual a la variacion elemental de la
cantidad de movimiento.

Sin embargo podemos hacer que la variacion de la cantidad de movimiento se
mantenga en valores finitos haciendo que la fuerza crezca a valores indefinidamente
grandes cuando el tiempo de actuacion de la misma disminuye a valores
indefinidamente pequefios.

Se tiene entonces: F-At=AQ=m-(V -V,)
Cuando se estudia la accion de percusiones sobre sistemas materiales se establecen

las siguientes leyes a los efectos de simplificar el problema, el enunciado de las
mismas por si solo justifica su licitud.

Leyes:
1) Si acttan simultdneamente fuerzas ordinarias y percusiones los efectos de las
primeras se desprecian.
2) Durante el lapso de actuacion de las percusiones el punto de aplicacion se
considera inmovil.

Partiendo de las expresiones obtenidas en el capitulo de dinamica do los sistemas:
— dQ  — dK - =
Fe=— ; Me=—+Vo A

© =5 ©="g Vo Q
4 S FuA0,-R)
d 4

Si se considera inmovil el punto 0,, (centro de momentos), V,, =0
Multiplicando por dt e integrando entre t, y t, =t, + At se tiene para la primera:
E(e) -dt = d6

t, — -
L Fe-dt=0Q,-Q, =1l

En la que la segunda queda: M () =

Que nos dice que la diferencia entre la cantidad de movimiento inmediatamente
después y antes de aplicada la percusion es igual al impulso de las fuerzas percutivas.
Y para la segunda

ZE(e)i dt A (0, —P)=dK
1

Zsz(e)i -dt A (0, — Pi)ZRz — K1 :Ml(e)
1 1
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Que establece que el momento resultante de los impulsos de la percusion exterior es
igual a la diferencia del Drall inmediatamente después y antes de aplicada la
percusion.

PERCUSIONES EN UN SOLIDO CON EJE FIJO

Sea el so6lido de la figura sobre el cual actan los impulsos percutidos activos y
reactivos indicados:

I=1i+1,-j+1, ke

il Tl El
Q:MO 0 a):M'a)'(XG'jl_yG.il)
X Yo Zg

La sumatoria de las percusiones exteriores en sus proyecciones sobre los ejes, son
iguales a las diferencias de las proyecciones de Q sobre los mismos ejes
inmediatamente después y antes de aplicada la percusion.

ZFX =-M-y, '(a)z_wl):(le+|Bx)_|x =Q,, —Q,
@ ZFV =M% .(a)z_wl):(lAy+lBy)_ly :QZy_Qly
D F,=0=1,,-1,=Q,,-Q,
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El momento de la cantidad de movimiento K en funcién de sus componentes sobre
los ejes de referencia, teniendo @ Unicamente componente sobre el eje z, (eje fijo),
es segun se vio en dinamica de los sistemas:

Rzgmi AP =0)A(0,-P)=-0, - 0i1-J, o |+, 0k

La sumatoria de los momentos percutivos en sus proyecciones sobre los ejes, son

iguales a las diferencias de las proyecciones de K sobre los mismos ejes
inmediatamente después y antes de aplicada la percusion.

sz =0, ~w) -3, = Ky — Ky,
(2) ZNy =—(w, _a)l)"]yz =K,, -Ky,
ZNZ :_(a)z_a)l)"‘]z = KZz _Klz

Estos dos sistemas con seis ecuaciones permiten calcular las componentes de los
impulsos de las percusiones reactivas.

ANULACION DE REACCIONES PERCUTIVAS

Supongamos a 1 paralelo a x, por simplicidad, aunque el razonamiento es general.

Las ecuaciones (1) se transforman en:

(IAX+IBX)+I =-M -y, (0, ~) (a)

Digitalizacion y compaginacion: José.L.Sidoti Pagina 125 de
128



Universidad Tecnoldgica Nacional
Facultad Regional Mendoza
Departamento de Ingenieria Electromecanica

Afio 2006
(IAy + IBy): M- Xs (@, - ) (b)
Y las ecuaciones (2) (tomando momentos respecto a A):
- IBy ‘h=~@,-a,)-3,, (c)
—lg-h+l-2, =@, -)-J, (d)
_I'yp:(a)Z_a)l)"]z (e)
Para que se anule 1, en (c) debe ser J,, =0.
Cumplida esta condicion, para que 1, =0 en (b) debe ser Xs =0. Es decir,

la percusion debe ser normal al plano definido por el eje fijo y el baricentro. (Si no
fuera asi en la segunda ecuacion de las (1) apareceria |, y no se hubiera obtenido la

anulacionde 1, ).

Para que 1,, +1,, =0 debe seren (a) | =-M -y, -(®, —@,) (que nos hace ver
que para que las reacciones puedan anularse debe ser y, =0, si el centro de
gravedad estuviera sobre el eje de rotacion esto no se podria conseguir).

_ — (o, _a)l)"]yz

Zy

Yenla(d): I-z, =0, -)-J,, .. |
Igualando loa valores de | encontrados se tiene:

(0)2 _a)l)' ‘]yz

Zp

_M'ye'(a)z_a’l)z_ M-ys-z,=1J

yz

Que se satisface para z, =0 J , =0.
Por lo que el plano xy debe ser baricéntrico y el punto P esta en ese plano.
Dado que debe ser J,, =J,, =0 el eje fijo z debe ser principal de inercia en el punto

que intersecta al plano baricéntrico que contiene la percusion.
Remplazando | =-M -y, - (@, —@,) en la ecuacién (a):

M-ye Yo (0, ~ )= (0, ~,)-J,

52

Como J, =M -i; siendo i, radio de giro, debe ser y, -y, =i; .. vy, = ;Z que es
G

la condicion que debe cumplir el CENTRO DE PERCUSION para que no existan

reacciones percutivas.

Conclusiones

Para poder anular las reacciones percutivas de un solido con eje fijo, debe cumplirse
que dicho eje fijo sea principal de inercia en el punto en que es intersectado por el
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plano baricentrico que le es perpendicular; el centro de percusion debe encontrarse

sobre la recta definida por dicho punto interseccién y el baricentro, a la distancia
22
[ : . .

y, =—= del primero y la percusion debe ser perpendicular al plano formado por la
Yo

mencionada recta y el eje fijo.

El sistema seria:

X, All

En el ejemplo que sigue se plantea el problema de otra manera.
Sea un solido con un plano de simetria que puede rotar alrededor de un eje

perpendicular al mismo en un punto tal como el 0, (una chapa por ejemplo).

Las fuerzas de inercia pueden reducirse en el punto 0, a un momento
Mo =—J,,-a, y a una resultante Ginica de valor Ri =—M -ac.

Busguemos un punto en el cual el momento de las fuerzas de inercia sea nulo:

-
§ Qo
s -
‘ZG
Oy— —_—— _———
i
7 ]
fng, |
- vy
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Mo =Mau+RiA(0°=0,)=0
Mo =-J,, -0 —M -ac A(0"=0,)=0
Jy 8o Jg 80 M-acAly-ao
~M-ac M-as (M .56)2

~M-ac A(0"-0,)=J,-a0 . (0°-0,)=

Podemos trabajar modularmente, de cualquier manera el cociente vectorial ya nos dio
el sentido en el cual debemos ubicar 0”.

Jo =M 'igl ;Ao =a,[G-0,]

£2 £ 2
0 — |_ M-, -a, _ oy
= =
M-a, - |G-0] [|G-0,]
i2
Expresion que se corresponde con la y, = encontrada.

G
Como en el punto 0 el momento de las fuerzas de inercia es nulo, si aplicamos la
percusion en ese punto, esta no provocara reaccion en el punto 0, (toda la percusion
es absorbida por la fuerza de inercia aplicada en dicho punto).
Si la percusion se aplica en otro punto distinto del 0 se produciran reacciones en 0,
como se indica en la figura.

I “OLF' M

\
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